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AVERTISSEMENT. 



Ce troisième fascicule du Cours de Mécanique et Ma- 
chines, de Boi:k, est le dernier que nous ferons paraître. 
Il est conforme à la rédaction laissée par ce savant. 

Quant à la dernière partie du Cours, Moteurs et Récep- 
teurs, que Bour professait à l'École Polytechnique, les 
Éditeurs ont dû renoncer à la publier, l'Auteur n'ayant 
laissé que des Notes succinctes qui ne pouvaient, sous 
leur forme sommaire, être livrées à l'impression. 

G.-V. 
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DYNAMIQUE ET HYDRAULIQUE. 



Ce Volume comprend deux Sections : 

La première a pour objet la Dynamique, ou science des 
forces et des mouvements qu'elles produisent; 

La seconde contient, sous le titre général Hydraulique, la 
Mécanique spéciale des fluides , avec ses divisions principales : 

\J Hydrostatique et \ Hydro dynamique ^ sciences de l'équi- 
libre et du mouvement des liquides et des gaz; 

Et \ Hydraulique proprement dite, application de ces 
sciences à l'industrie et à l'art de l'ingénieur. 
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III. 



PREMIÈRE SECTION. 

DYNAMIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 



§ I. — Équations différentielles du mouvement. 

tt La Dynamique est la science des forces accélératrices et 
retardatrices, et des mouvements variés qu'elles doivent pro- 
duire. Cette science est due entièrement aux modernes, et 
Galilée est celui qui en a jeté les premiers fondements. Avant 
lui, on n'avait considéré les forces que dans l'état d'équilibre, 
et, quoiqu'on ne pût attribuer l'accélération des corps pcsanls 
elle mouvement curviligne des projectiles qu'à l'action con- 
stante de la gravité, personne n'avait encore réussi à détermi- 
ner les lois de ces phénomènes journaliers, d'après une cause 
si simple. Galilée a fait, le premier, ce pas important et a 
ouvert par là une carrière nouvelle et immense à l'avance- 
naenlde la Mécanique (*). Cette découverte ne procura pas à 
Galilée, de son vivant, autant de célébrité que celles qu'il 
avait faites dans le ciel, mais elle fait aujourd'hui la partie la 
plus solide de la gloire de ce grand homme. 

)) Huygens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et à 
compléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la 
théorie de l'accélération des graves celle du mouvement des 



(') Discorsi e démos trazioni mateniatiche intorno a due naove scienze^ r^3i8 



4 DYNAMIQUE. 

pendules et des forces centrifuges (*), et prépara ains 
route à la grande découverte de la gravitation universelle 
Mécanique devint une science nouvelle enire les mains 
Newton, et ses Principes mathématiques, qui parurent p 
la première fois en 1687, furent l'époque de cette révoluli 

» Enfin, l'invention du Calcul infinitésimal mit les g 
mètres en état de réduire à des équations analytiques les ] 
du mouvement des corps {^). » Mais, si la Mécanique re 
ainsi de la science du Calcul un secours considérable et i 
impulsion inattendue, on peut dire que, réciproqueme 
l'Analyse doit ses découvertes les plus originales aux elfe 
consacrés à la solution des problèmes de Mécanique. 

C'est au moyen du principe de la composition des mou^ 
menls produits par les forces que Galilée a résolu les p 
mières questions qui se rapportent à la Dynamique. 

Dans le premier Chapitre de \diStatiquey nous avons don 
un aperçu des nombreux corollaires du principe de Galil 
de cette grande loi qui explique et complète la loi primordi 
de l'inertie de la matière ('). Ce principe nous a servi 
point de départ dans notre exposition de la Statique, bi 
qu'il fût peut-être plus naturel, et surtout plus conforme 
l'ordre historique, de suivre une marche toute différen 
Nous allons actuellement développer la manière dont no 
principe fournit la solution du problème général de la Dyi 
m,ique du point matériel. 

Il nous suffira pour cela de rappeler quelques-uns des i 
sultats précédemment établis, résultats auxquels nous n'avc 
rien à ajouter de nouveau. 

I. Quelles que soient les conditions dans lesquelles un po 
matériel se trouve placé, on peut toujours considérer ce po^ 



( * ) Horologium oscilla torium , 1 67 3 . 

(') Laqrange, Mécanique analytique^ 3° édition, t. I, p. 207. 

(') La matière est inerte^ c'est-à-dire iudifféreute à toute cause de mou 
ment, à toute force. Quand plusieurs forces agissent simultanément sur 
même point matériel, celui-ci cède à la fois, et sans élection aucune, à toi 
ces forces, sans qu'aucune d'elles gêne en rien le mouvement que les aul 
tendent à produire. Les êtres animés présentent des phe'nomènes d'un or 
tout à fait opposé. 



CHAPITRE 1. — MOUVEMENT d'DN POINT MATÉRIEL. 5 

omme soumis à l'action d*une force unique, laquelle est la 
'ésultante des efforts de toute espèce qui s'exercent sur lui. 

Remarque. — Si notre point n*est pas absolument libre, 
c'est-à-dire s'il fait partie d'un corps, ou d'un système de corps 
liés entre eux, ou bien encore s'il se trouve gêné dans son 
mouvement par des obstacles, il faudra avoir soin, dans l'éva- 
luation de la résultante ou force motrice, de tenir compte 
des forces qui proviennent des liaisons du système, ainsi que 
des réactions des obstacles ou appuis. 

Ces forces particulières, qui agissent au même titre que 
toutes les autres forces pour déterminer les diverses circon- 
stances du mouvement du point mobile, ne sont pas immé- 
diatement connues : elles dépendent du mouvement inconnu, 
lequel en dépend à son tour. On est donc obligé de les intro- 
duire dans les constructions et les calculs comme des incon- 
I nues, dont on calcule plus lard les valeurs par l'une des mé- 
[ thodes que nous exposerons en temps utile. 

II. Quand un point matériel animé d'une vitesse quel- 
conque, résultat d'efforts antérieurs à l'instant considéré, est 
actuellement soumis à l'action d'une force, l'accélération to- 
tale du mouvement de ce point a pour direction la direction 
de la force, et pour valeur le quotient de la force motrice 
par la masse du point matériel en mouvement. 



,r 



C'est ce que nous avons exprimé par l'équation 

m 

dans laquelle J est exprimé en mètres, et F en kilogrammes; 

quanta la masse m, elle ne peut être rapportée à une unité 

p 

particulière. C'est le quotient — du poids en kilogrammes par 

le nombre 9,8088 qui mesure dans notre système d'unités 

l'accélération due à la pesanteur. Si l'on remplace m par sa 

p 
valeur-, on a 

8 

** — p O» 
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O DYNAMIQUE. 

équation qui est homogène et ne dépend plus des i 
qu'on voudra adopter. 

III. L'accélération de la projection d'un point sur u. 
fixe est la projection sur le même axe de V accélération 
du point. 

On a, en supposant les projections ortliogonales, 

F 



J_ = J cos J, X ^=z -— cosF, X. 

ni 

parce que la direction de l'accélération totale est la i 
que celle de la force. 

On aurait trouvé la même valeur pour i^, en consid< 
par une double abstraction, la projection géométriqi 
point mobile comme un point matériel de masse m, sou 
l'action d'une force 

F cos F, X, 

projection de la force F sur l'axe des x. 

Ce résultat constitue un théorème dont l'importanc 
égale à la simplicité; c'est le véritable et unique princi 
la Dynamique, dit Euler dans les Mémoires de l'Acadcr, 
Berlin pour l'année 1750. 

Voici l'énoncé de ce théorème qui permet d'écrire i 
diatement les équations différentielles du mouvemeni 
point matériel libre, soumis à l'action de forces do 
quelconques : 

Théorème fondamental. — La projection d'un point me 
sur un axe fixe se meut comme un point matériel de 
muasse que le point donné, animé d' une vitesse égale à U 
jection de la vitesse de ce point, et sollicité par la proj 
de la force motrice effective. 

Ce théorème est vrai, de quelque manière que s'eiîec 
projection du mouvement sur la droite fixe (^). 

Projection du mouvement sur la tangente et sur h 
maie, — L'application du théorème fondamental suppc 
axes de projection fixes. Aussi, quand on parle de proj( 



(*) La projection, rectangulaire ou oblique, du mouvement sur un j; 



donne lieu à un théorème analogue. 
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mouvement d'un point sur la tangente et la normale princi- 
pale de sa trajectoire, faut-il comprendre qu'il s'agit, non pas 
de lignes assujetties à coïncider constamment avec la tan- 
gente et la normale à la courbe décrite, mais bien d'une tan- 
gente flxe, d'une normale fixe, sur lesquelles on étudie les 
projections des positions du mobile infiniment voisines du 
point de contact. 

Observons qu'on se fait une idée parfaitement claire du 
mouvement rectiligne produit par une force dont la direction 
ne diffère pas de celle de la vitesse actuelle du mobile. Il 
est, en effet, évident que, dans ce cas, la force qui sollicite 
le mobile ne peut avoir pour effet que d'en augmenter ou 
d'en diminuer la vitesse. Au contraire, on voit beaucoup 
moins bien comment, dans le mouvement curviligne, la force 
influe à la fois sur les éléments géométriques de la trajec- 
toire du mobile et sur les variations de la vitesse de ce mobile. 
Pour arriver à se faire une idée parfaitement nette de ce 
double mode d'action, il faut se transporter dans le voisinage 
de l'arc décrit par le mobile pendant un temps infiniment 
petit, et projeter cet arc sur la tangente à l'une de ses extré- 
mités, sur la normale principale au même point, enfin sur la 
perpendiculaire au plan osculateur. 

On sait que, relativement aux axes ainsi définis, les trois 
composantes de l'accélération totale se réduisent à deux, qui 
sont : 

1° V accélération tangentielle, — ? dirigée suivant la tan- 
gente à la trajectoire, dans le sens du mouvement ou en sens 
inverse, suivant le signe de -j-; 

2° V accélération centripète, dirigée vers le centre de cour- 
bure et égale à — • 

P 

Cela posé, les forces étant proportionnelles aux accéléra- 
tions, nous pouvons de même décomposer la force qui agit 
sur le point en deux autres : 

1° La /orce tangentielle, égale à 

FcosF, ds — m -7-; 
' dt' 
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2® La force centripète, égale à 



P» 



FcosF, p=Lm - . 

^ P 

Ces formules mettent bien nettement en évidence la ma- 
nière dont une force, agissant sur un mobile donné, produit 
à la fois et d'une manière indépendante la variation de vitesse 
du mobile et la courbure de sa trajectoire. Ainsi : 

1° Le changement de grandeur que la vitesse du mobile 
éprouve avec le temps est uniquement dû à la force tangcn- 
tielle; en sorte que, si celle force tangentielle était constam- 
ment nulle, c'est-à-dire si la force F était toujours normale à 
la trajectoire, la vitesse ne varierait pas et le mouvement 
serait uniforme. 

2° De même, la courbure - dépend uniquement de la force 

P 
centripète. Si cette force était constamment nulle, la courbure 

de la trajectoire le serait aussi et le mouvement serait recti- 

ligne. 

On s'est servi très longtemps de ces formules relatives aux 
forces tangentielles et centripètes pour résoudre les pro- 
blèmes de mouvement. C'est ainsi que procédait Newton, en 
employant exclusivement les considérations géométriques; 
car, s'il s'est servi quelquefois du calcul analytique, c'est 
uniquement la méthode des séries qu'il a employée, méthode 
qui doit être distinguée de la méthode différentielle, quoi- 
qu'il soit facile de les rapprocher et de les rapporter à un 
même principe. 

Le Traité de Mécanique d'Euler, qui a paru en 1786 et qu'on 
doit regarder comme le premier grand ouvrage où l'Analyse 
ait été appliquée à la science du mouvement, est encore tout 
fondé sur ces formules; mais on les a presque abandonnées 
depuis, parce qu'on a trouvé une manière plus simple d'ex- 
primer l'effet des forces accélératrices sur le mouvement des 
corps. 

Elle consiste à rapporter le mouvement du corps et les 
forces qui le sollicitent à des directions fixes dans l'espace. 
Alors, en employant, pour déterminer le lieu des corps dans 



c. 
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■_ Tespace, trois coordonnées rectangulaires qui aient ces 
- mêmes directions, la variation de ces coordonnées repré- 
sente évidemment Tespace parcouru par le point dans la 
\-, direction de chacun des axes fixes. 






fe Moui^ement d'un point matériel libre, 

f En adoptant ce système, il faut également décomposer la 
f^ force donnée en trois autres, X, Y, Z, parallèles respective- 
p- ment aux trois axes coordonnés. D'après notre théorème 
r fondamental, chacune de ces composantes détermine, d'une 
? manière indépendante, toutes les circonstances du mouve- 
î ment rectiligne de la projection correspondante. On obtient 
ainsi trois équations différentielles (*) 



(0 



/ d^ X 
l ""' dt^ 


X, 


] d^r 

j dt^ 


Y, 


1 d'z 

1 m —-- : 
\ dt'^ 


Z, 



qui déterminent en fonction du temps les trois coordonnées 
inconnues x, y, z. 

Les quantités X, Y, Z étant des fonctions connues des coor- 
données œ^ fy Zy du temps t, et quelquefois même des vi- 

da: dy dz , , , , , . ^ .. 

tesses -y- 9 —-} -r-j les équations (i) sont trois équations 
dt dt dt 

simultanées du deuxième ordre, dont l'intégration est du 

domaine de l'Analyse pure. 

Rappelons seulement que les intégrales des équations (i), 

c'est-à-dire les équations finies du mouvement, doivent con- 



(*) Cette mauière d'établir les équations différentielles du mouvement d'un 
corps soumis à l'action de forces quelconques, en le réduisant à des mouvements 
rectilignes, est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; elle aurait dû 
se présenter d'abord, mais il paraît que Maclaurin est le premier qui Tait 
employée dans son Traité des fluxions^ qui a paru, en anglais, en 1742 : elle 
est maintenant universellement adoptée. 
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tenir six constantes arbitraires distinctes. Le problème est 
pourtant bien déterminé (*); et la présence des arbitraires 
tient à ce que nous n'avons pas tenu compte, en écrivant les 
équations différentielles, des conditions dans lesquelles le 
point matériel se trouve placé, au moment où nous l'aban- 
donnons à l'action des forces X, Y, Z. L'Algèbre nous avertit 
ainsi que notre méthode nous donne, du même coup, la solu- 
tion de tous les problèmes qui diffèrent du problème proposé 
par la position initiale du point mobile, ainsi que par la gran- 
deur et la direction de la vitesse qui anime ce point, à l'instant 
pris pour origine du temps. 

L'intégration générale des équations (i) constitue donc 
seulement la première partie de la solution de la question 
proposée, et l'on doit achever cette solution de la manière 
suivante. 

Soient 

( ^ = 9,(^, a, 3, . ..)» 
(2) < y — (p2(^, a, P» . • -N 

I 5 — 93(^, oc, (3, . . . ) 

les intégrales générales trouvées; différentions ces équations 
par rapport au temps : pour avoir les composantes de l^ 
vitesse mobile, il vient 

dx d , . 

y dz d , ^ 

\ Tt'^-dM'''''^^ ■■■•'• 

Cela posé, ainsi que nous l'avons dit, pour que le problènt^^ 
it complètement défini, il faut qu'on nous dise, à l'instat^^ 



soit 



(*) Il est de l'essence des problèmes de Mécanique de n'admettre jam*** 
qu'une seule solution. A une question du domaine de la Géométrie, on p0** 
souvent répondre de deux manières également admissibles. C'est ce qui ** 
jamais lieu en Mécanique : un corps étant placé dans des conditions donné^^' 
le mouvement qu'il va prendre est unique et bien déterminé. 
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ù nous commençons à étudier le mouvement, ou se trouve 

>lacé le point mobile, ainsi que la vitesse dont il est animé. 

On connaît ainsi, pour ^ = o, la valeur des coordonnées a^o, 

(dx\ / dy\ ( dz 
-7- j î ( -i- j 5 f -7- 

En mettant ces valeurs dans les équations (2) et (3), nous 
aurons six équations qui serviront à déterminer les arbitraires. 

Les six constantes devant essentiellement être distinctes, 
les équations qui doivent en donner les valeurs ne sauraient 
être ni incompatibles ni indéterminées. Si Tun de ces cas se 
présentait, c'est qu'on- n'aurait pas les intégrales générales 
des équations différentielles (i). 

Moui'ement dans un plan, — Lorsque la force qui sollicite 
un point matériel se trouve constamment contenue dans un 
plan, lequel renferme aussi la vitesse initiale, le mobile ne 
sort pas de ce plan. Si l'on fait choix de deux axes coordonnés, 
situés dans ce même plan, Oœ, O7, les équations différen- 
ielies du mouvement se trouvent réduites à deux : 



/. 



4) 



d^x _. 



t leurs intégrales générales contiennent quatre constantes 
ï^bitraires. 



Réciproque du problème de la Dynamique. 

Quand on connaît la loi du mouvement d'un point, on con- 
fiait les expressions de ses trois coordonnées en fonction du 
temps, dans un système d'axes rectangulaires ou obliques 
quelconques. Alors les dérivées secondes des trois coordon- 
ï^ées, par rapport au temps, multipliées par la masse du 
ttiobile, donnent les expressions des composantes de la force 
wiotrice, dans le système de projection adopté. 
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Application au mouvement des corps pesants à la surface 

de la terre. 



Considérons un corps soumis à la seule action de la pesan- 
teur, que nous regarderons comme une force d'intensité con- 



Fiœ. I. 




stante P = mg, parallèle à Taxe des z {fig. i). Les équations 
différentielles du mouvement sont 



d^œ 



(5) 



dt^ 


o, 


d\y 

dr- 


— 0, 


d^z 





\ df" ~' ^ ' 



et les intégrales générales : 

; ^ =z a^ H- [3, 

(6) )y^yt^è, 

( Z =-^et -^^-^gtK 

Prenons pour origine le point de départ, les trois con- 
stantes (3, ô, Ç sont nulles. Choisissons le plan des zœ de ma- 
nière qu'il renferme la vitesse initiale OT. Enfin, soient ç^o cett^ 
vitesse initiale et Tangle qu'elle fait avec le plan horizontal 

On a pour les trois projections de celte vitesse 

(7) ^\y=y—Oy 



<^o,s 



£ = To sinO; 
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à'où 

(o) \ 

Amplitude du jet : 

ç^J sin2 



5 z=r o, X=: A = 







Hs^uteur de Tascension : 

(^2 = 0, 2—-^ 

2^ 



§ II. — Mouvement d'un point matériel qui n*est pas libre. 

Nous avons montré par un grand nombre d'exemples, dans 
les applications de la Cinématique, comment, par des combi- 
naisons qui ne sont que de la Géométrie pure, on fait en sorte 
que les mouvements de certaines pièces de mécanisme satis- 
fassent nécessairement à des conditions imposées. 

Ces combinaisons sont absolument indépendantes des forces 
qui peuvent agir sur le système ainsi constitué, pourvu, bien 
entendu, que ces forces ne soient pas assez grandes pour 
briser les liens du système. 

Un wagon, monté sur des roues coniques et placé sur une 

voie de fer, se mouvra toujours le long de cette voie, dans un 

sens ou dans l'autre, quelles que soient les grandeurs et les 

flirections des forces qu'on lui appliquera, pourvu qu'on ne 

dépasse pas certaines limites; une balle de plomb, suspendue 

à l'extrémité d'un fil inextensible dont l'autre extrémité est 

^ixe, se mouvra toujours de telle manière que son centre de 

figure reste sur la surface d'une sphère ayant le point d'attache 

du fil pour centre, quelles que soient les forces qui agiront 

sur elle, pourvu que ces forces ne tendent pas à la rapprocher 

de ce point d'attache du fil. Dans le premier de ces deux 

exemples, le mouvement du wagon est produit à la fois par les 

forces qui lui sont directement appliquées dans les différentes 

directions, et par les réactions qu'il éprouve de la part des 

^^ilsdans les divers points, où il les touche; si l'on réduit le 

^Sigon, par la pensée, à un simple point matériel sur lequel 
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agiraient ces diverses forces, on trouvera son mouvement en 
appliquant les théories exposées dans le paragraphe précé- 
dent : seulement, il arrivera que, quelles que soient les forces 
directement appliquées à ce point matériel, c'est-à-dire autres 
que les réactions des rails, la trajectoire qu'il décrira sera 
toujours la même, parce que ces réactions prendront à chaque 
instant des grandeurs et des directions telles qu'il en soit 
ainsi. Dans le second exemple, la balle de plomb se meut sous 
les actions simultanées dea forces qui lui sont directement 
appliquées et de la réaction qu'elle éprouve de la part du fil; 
cette balle, supposée réduite à un point matériel sur lequel 
agiraient toutes les forces que nous venons d'indiquer, se 
mouvra conformément à la théorie générale; mais il arrivera 
que, quelle que soit la résultante des forces directement 
appliquées à la balle, c'est-à-dire autres que la réaction qu'elle 
éprouve de la part du fil, cette réaction prendra toujours une 
intensité telle que la balle ne quitte pas la surface sphérique 
dont nous avons parlé. 

Pour préciser ces notions, nous dirons, comme nous l'avons 
fait en Statique, qu'un point matériel qui n'est pas libre est 
un point dont les coordonnées ne peuvent pas prendre toutes 
les valeurs imaginables. Si, par exemple, on se donne les 
coordonnées .r et/ du point à un certain instant, la troisième 
coordonnée, z, n'est point tout à fait arbitraire : elle a une 
ou plusieurs valeurs qui sont déterminées quand on connaît 
celles de ^ et /; c'est ce qu'on exprime en disant que z est 
une fonction de x et de j, ou en écrivant qu'il existe entre 
les trois variables x, y, z une équation de la forme 

(i) Y{x,y, z) = o. 

Mom-ement sur une surface fixe donnée. 

L'équation (i) veut dire que le point dont les coordonné^^ 
sont x^ y, z ne peut pas sortir, dans son mouvement, d'uï^^ 
certaine surface représentée par celte équation. Quell^^ 
que soient les combinaisons mécaniques employées pa*^** 
obtenir ce résultat, nous supposerons, pour plus de simple' 
cité, que la surface constitue un obstacle matériel sur leqa^^ 
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notre mobile se trouve appuyé. Nous continuerons d'appeler 
réaction de la surface la force, dirigée suivant la normale, 
capable de tenir lieu de la présence de la surface. 

Soient X, Y, Z les composantes de la force qui agit direc- 
tement sur le point mobile, abstraction faite de l'action de la 
surface. D'après ce que nous avons vu, nous pouvons regarder 
le point comme libre, à la condition d'adjoindre à la force 
donnée cette réaction inconnue N. Les équations différen- 
tielles du mouvement prendront alors la forme suivante : 



m -T-r- — X -+- N cosN, X, 

(2) / ;,î_. ^Y-hNcosN, 7, 

d^z 



, m ~j- =z Z -i- N cosN, ^, 

les trois cosinus qui entrent dans ces équations étant donnés 
en fonction de x^ j, z par l'équation de la surface, puisque la 
direction de la réaction N est celle de la normale extérieure à 
cette surface (nous négligeons le frottement). En éliminant N 
entre ces équations, on aura deux équations qui, jointes à 
l'équation (i), permettront de déterminer ^, y et ^ en fonc- 
tion de t. Ensuite, au moyen de l'une quelconque des équa- 
tions (2), on trouvera la valeur de la réaction N. 

Assez souvent on profite de l'équation de la surface pour 
exprimer les trois coordonnées du point mobile en fonction 
de deux variables indépendantes. 

Ainsi l'on pose 

I ^ — cpi(w, r), 

( z ~(^^{u, ç)\ 

et il est clair que ces trois équations peuvent représenter 
"ne surface quelconque, puisque les fonctions 91, 92, 93 sont 
complètement arbitraires. 

Exprimons les dérivées secondes de ^ et de 7 par rapport 
^ ^ en fonction des dérivées de u et de ^ par rapport à la 
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même variable : en remplaçant, dans les équations (2 

-^y^> -^ par leurs valeurs, on aura trois équations q 

duites à deux par Félimination de N, donnent les équati 
mouvement en fonction de u et de v, Lagrange a fait coi 
un procédé général qui permet d'écrire immédiatem" 
équations différentielles auxquelles doivent satisfaire 

Nous verrons comment, au moyen de certains lhé( 
généraux qui feront l'objet du paragraphe suivant, o 
résoudre, d'une manière à la fois simple et directe, la [ 
des questions qui offrent un intérêt pratique. 

Le mouvement du point étant connu, on trouve très 
ment la pression qui s'exerce sur la surface directrice 
analytiquement, au moyen d'une des relations (2); so 
métriquement, en introduisant la considération de la 
centripète et de lia force tangentielle. 

Soient M la position du mobile sur sa trajectoire ( fig. 



Fig. 




la normale à la surface, sur laquelle nous portons u ne Ion 
représentant la réaction inconnue N qu'on veut détern 
Décomposons la force qui agit sur le point M en c 
l'une P, tangente à la trajectoire ; l'autre Q, située dans V 
normal à cette trajectoire. Le mobile peut être regardé ce 
libre sous l'action des trois forces N, P, Q. Or, dans le 
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vement d'un point libre, la force langentielle est due à la pro- 
jection rectangulaire sur la tangente des forces qui agissent 
sur le point, c'est-à-dire à la force P, puisque N et Q sont 
normales à cette tangente. On a donc, en premier lieu. 

De plus, en composant les forces N et Q, on doit obtenir la 
force centripète MC (*). On pourra donc inversement, quand 

771 c' 

on connaîtra MC, qui est égale à > trouver par la construc- 
tion d'un parallélogramme la grandeur de la réaction N. 

La force MNi, égale et directement opposée à MN, est la 
pression exercée par le mobile sur la surface. C'est la résul- 
tante de la force MQ et d'une force MCi, égale et opposée à 
la force centripète. Ce résultat s'énonce ainsi : 

Théorème. — La pression exercée par un corps mobile sur 
^fie surface fixe est la résultante de la force normale et de la 
force centrifuge. 

C'est la présence de cette force centrifuge qui distingue la 
''éactîon dynamique de la réaction statique. 

ï^tudions spécialement le cas où aucune force n'agit sur le 
point. La construction géométrique précédente permet de 
^oir tout de suite les principales propriétés du mouvement. 

La force P étant nulle, on a 

dv 

Tt^""'^ 
Donc : 

** -te mouvement est uniforme, 

I^ans le parallélogramme MQCN, MQ est nul; donc les 



\*) Oq conclut de là que la normale principale MR est sitaée dans le 
plan ^IIQ. 

IIL 2 
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côtés MC et MN coïncident. Ainsi la normale principale de la 
trajectoire se confond avec la normale à la surface. 

2° La trajectoire est une ligne géodésiqiie de la surface {^), 



Mouvement sur une courbe fixe. 

Supposons maintenant qu'on assujettisse les coordonnées 
d'un point mobile à vérifier simultanément deux équations 
telles que 

Le point est ainsi astreint à rester sur la courbe que repré- 
sente le système de ces deux équations; sa trajectoire est 
immédiatement connue, et il n'y a plus qu'à trouver la loi 
des espaces parcourus sur cette trajectoire. 

Décomposons, comme précédemment, la force donnée 
tangentiellement et normalement à la trajectoire {fig* 3). 

L'accélération tangentieile est uniquement due à la force P, 
puisque la réaction est normale à la trajectoire; donc 

<yr _ ^.ç _ P 
^■'^ di~d^~'m 

L'intégration de cette équation fera connaître la loi du 
mouvement. 

Cela posé, pour avoir la réaction MN, nous remarquerons» 
comme dans le cas précédent, que la résultante des forces ^ 



( ' ) Les lignes gdodésiques, définies par la condition d'avoir en chaque poi^^ 
luur plan osculateur normal à la surface sur laquelle on les suppose tracé^^* 
jouissent ainsi des trois propriétés suivantes : 

1" Propriété géométrique : la ligne géodésique est la plus courte qu'on puis^^ 
tracer entre deux points donnés de la surface; 

2" Propriété statique : c'est la forme d'équilibre que prend un cordon tea**** 
sur la même surface; 

S*" Propriété dynamique : c'est le chemin que suit un mobile abandonné sur ^^ 
surface à sa propre vitesse. 
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et Q doit donner la force centripète MC (*). Nous trouverons 
donc encore la pression MN, en composant MQ avec la force 
centrifuge MC,. 

Fig. 3. 







Théorème. — La pression exercée par un point forcé de se 
mouvoir sur une courbe fixe est la résultante de la force cen- 
trifuge et de la composante normale de la force qui agit sur 
le point. 

Mouvement d'un point pesant, — Comme exemple simple 
de ce genre de mouvement, considérons la fronde {fig. 4). 
Une pierre, attachée à l'extrémité d*une corde dont on tient 
Vautre bout à la main, tourne rapidement, de manière à dé- 
crire un cercle vertical, ayant pour centre la main supposée 
fixe. . 

Soit M la position la plus basse de la pierre. La tension de 
la corde dans la position OM serait égale à mgy poids du corps 
suspendu, si celui-ci était immobile. Mais, dans le cas du mou- 
vement, il faut ajouter à ce poids, pour avoir la tension. 



/ 



m,v 



force centrifuge > dont la direction se confond avec celle 



(*} Dans le ofts actael, la direction de MG est immédiatement connue, puisque 
la trajectoire est donnée. Quant à la réaction N,, on sait seulement qu'elle est 
contenue dans le plan normal nn. Le contraire avait lieu dans le cas du mouve- 
insnt d'un point sur une surface fixe. 
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du poids. La tension est donc égale à 



^\ H/' 



Dans la position opposée de la pierre, la tension est 




parce qu'alors le poids agit en sens inverse de la force < 
trifuge. Cette dernière valeur peut être positive ou négai 



Fig. 4. 




/ VVi 



selon que la vitesse p est plus ou moins grande. Si elle 
positive, la corde reste tendue et la pierre décrit un cei 
Si, au contraire, elle est négative, la corde n'est plus ter 
et la pierre retombe. Ce que nous disons pour ces posit 
particulières de la pierre s'applique évidemment à une p 
tion quelconque, en considérant toujours la composant 
poids suivant le prolongement de la corde et l'ajoutant c 
retranchant suivant les cas. La tension sera d'ailleurs 

jours comprise entre mi — 4- ^ 

\ P / \ P 



et m ( g 
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§ III. — Force d*inertie. 

Considérons maintenant un corps obligé de suivre une tra- 
jectoire donnée avec des circonstances de mouvement com- 
plètement déterminées, par exemple un corps qu'on tient à 
la main et auquel on communique, sans le lâcher, un mou- 
vement arbitraire. 

La main, ou Tobstacle qui agit sur le corps, développe à 
chaque instant sur lui une certaine force; d'après la loi de 
Newton, le corps oppose une réaction égale et contraire : 
c'est cette réaction qu'on appelle la/o/ce d'inertie. 

Pour trouver, à un inslant donné, la valeur de celte réaction, 
nous nous rappellerons que la force qui agit sur le corps est 
dirigée suivant la même droite que l'accélération totale J du 
mouvement, et qu'elle est égale à m J. Cette force représente 
précisément l'action du corps qui donne le mouvement obliga- 
toire. Donc la force d'inertie est dirigée en sens inverse de l'ac- 
célération totale du mouvemeni, et elle a la même valeur m J. 
La déûnition précédente indique le véritable sens qu'on doit 
attacher à l'expression /orce d'inertie. Ce terme est d'ailleurs 
heureusement choisi, caria réaction à laquelle nous donnons 
ce nom est bien la force qu'un corps exerce sur nous, en vertu 
de son inertie, quand nous cherchons à le faire sortir des lois 
naturelles qui régissent la matière, c'est-à-dire quand nous 
le forçons à suivre une trajectoire courbe, ou bien que nous 
accélérons ou retardons son mouvement rectiligne. 

Ce sont les réactions de ce genre qui constatent pour nous 
l'inertie de la matière en mouvement (c'est-à-dire sa tendance 
au mouvement rectiligne et uniforme), de même que l'effet 
exercé sur nos organes par un corps que nous empêchons de 
tomber nous donne la notion de la pesanteur de la matière. 
En considérant les deux composantes de l'accélération 
totale suivant la tangente à la trajectoire et la normale prin- 
cipale, nous pouvons de même décomposer la force d'inertie 

en deux : 

dv 
i" La force d' inertie tangentièlle, m -7-, dirigée en sens 
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inverse du mouvement ou dans le même sens, selon que -j 

est positif ou négatif; 

2<> La force d'inertie centrifuge, ainsi nommée parce 
qu'elle est toujours dirigée en sens inverse de raccélération 
centripète. 

Si Ton décompose la force d'inertie -suivant trois axes rec- 
tangulaires, les composantes (qui ont un signe) seront 

d^j^ d^y d'z 

-m—, "/n-^, -m^. 

11 peut arriver qu'un corps soit en mouvement sous l'action 
de deux ou plusieurs autres. Si Ton considère, par exemple, 
une bille retenue par deux tiges rigides, la bille réagit à la 
fois sur l'une et l'ajutre de ces tiges. La force d'inertie est la 
résultante fictive (*) de ces deux réactions. 

Il est un point important auquel il faut faire attention à 
propos de la force d'inertie, parce que, une fois ce point bien 
compris, on est en garde contre une foule d'erreurs qui ont 
été commises et se commettent tous les jours à ce sujet. La 
force d'inertie d'un point en mouvement émane du point 
matériel lui-même et s'exerce sur l'obstacle qui gêne son 
mouvement rectiligne et uniforme. Elle ne peut communi- 
quer aucun mouvement au point matériel considéré (d'après 
la loi de l'inertie) et ne contribue en rien aux diverses modi- 
fications de son mouvement. 

Quand on descend d'une voiture emportée rapidement, dès 
que les pieds se sont fixés au sol immobile, on sent le haut 
du corps porté en avant; on dit qu'on est poussé par la force 
d'inertie. C'est là une erreur grave : en effet, s'il faut une force 
pour donner du mouvement à un corps en repos, il n'est pas 
besoin de force pour obliger un corps à conserver un mouve- 
ment déjà acquis. Au contraire, il en faut une pour détruire ce 



(' ) Je dis la résultante fictive : en effet, deux forces appliquées en deU^ 
points différents ne peuvent pas avoir de résultante, si Ton entend par ce no^* 
une force capable de remplacer deux ou plusieurs forces (chose que l'on sou^" 
entend toujours plus ou moins sans s'en rendre compte); au contraire, o^® 
forces, si leurs directions concourent en un certain point, ont une résultas*-''^ 
dans le sens géométrique du mot. 
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mouvement, et si quelqu'un veut nous arrêter, dans Texenaple 
cité, il est obligé d'exercer un certain effort; il reçoit alors 
un eff'ort opposé : cet effort est la force d'inertie. 

Dans les cours de Physique, pour mettre en évidence la 
force centrifuge, on fait une expérience qui consiste à faire 
tourner un fil de fer tendu horizontalement et traversant, à 
frottement doux, un trou percé dans une bille {fig. 5). Aussitôt 
qu'on met Tappareil en mouvement, la bille s'écarte rapide- 



Fig. 5. 



M 




M' 



N^ 
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ment du centre et va frapper fortement contre un arrêt placé 
au bout de la tige; on dit qu'elle est lancée par la force cen- 
trifuge. Cette explication est fausse de tout point. La force 
centrifuge, dans cette expérience, n'a rien à démêler avec le 
mouvement de la bille; si celle-ci s'éloigne du centre, c'est 
sous la seule action de la pression exercée sur elle par le fil; 
c'est ce qu'il est facile de démontrer analytiquement, bien 
qu'il répugne au premier abord de voir un effort normal à la 
lige produire un mouvement de glissement le long de cette tige. 
Au contraire, dès que la bille se trouve arrêtée par un 
obstacle qui la force à décrire un cercle d'un mouvement 
plus ou moins uniforme, dès qu'elle cesse de s'éloigner du 
centre, la force centrifuge apparaît et s*exerce contre l'ob- 
stacle qui s'oppose au mouvement naturel que la bille ten- 
drait à prendre sous l'effort normal de la tige. 
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Dans le mouvement de la fronde, la force centrifuge s*exerce 
sur la corde et tend à la rompre; mais, une fois cet effet pro- 
duit, le mobile, qui ne se trouve plus soumis à aucune force, 
s'échappe par la tangenlCj et continue son mouvement recti- 
ligne et uniforme. 



§ IV. — Théorèmes généraux relatifs au mouvement 

d'un point matériel. 

Nous avons ramené les questions de mouvement à des pro- 
blèmes de Calcul intégral et nous avons fait tout ce qu'on 
était en droit d'exiger de nous; mais les équations différen- 
tielles des problèmes de Mécanique, par cela même qu'elles 
ont une signification particulière, qu'elles sont de la Méca- 
nique et non de la Géométrie et de la Physique, se distinguent 
de toutes les autres dans un grand nombre de cas (d'ailleurs 
les plus importants), et présentent des propriétés spéciales. 
Ces propriétés se formulent en un petit nombre de théorèmes 
généraux, au moyen desquels on peut écrire immédiatement 
certaines intégrales ou, du moins, être en mesure de trouver 
certaines- relations rigoureuses ou approximatives. 

Des intégrales. — Définissons d'abord ce que c'est qu'une 
intégrale d'un problème de Mécanique. 

Nous avons mis la solution la plus générale des équations 
différentielles du mouvement d'un point sous la forme de six 
équations donnant les coordonnées et les vitesses en fonction 
du temps et de six arbitraires : 

I ^ = 9i(^a,î3,... , 
(i) \ j — 92(^,a,{3,. . . 

^ zizcp3(/, a, 3,. . .)'• 

dx d , O ^ 

dz d , o ^ 
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Les six constantes arbitraires doivent être distinctes; cela 
veut dire qu'il est possible de résoudre les équations précé- 
dentes par rapport à a, (3, y, .... On met ainsi les équations 
finies du mouvement sous la forme de six nouvelles équa- 
tions, telles que celles-ci : 



, / dx dy dz 



dt dt dt 

(3) \ f. ^ (, d^ dy dz\ 



Ces équations sont ce qu'on appelle proprement les inté- 
grales du mouvement. 

Une fois qu'on connaît un système de six intégrales dis- 
tinctes, on est sûr que toute autre intégrale rentrerait dans 
celles-là; ce qui veut dire que, si une fonction 

reste constante en vertu des équations du mouvement, on 
peut la ramener à ne contenir que les six quantités a, (3, 
y» •..; et dès lors, une fois que l'on a écrit que toutes ces 
Quantités a, (3, y, ... restent constantes pendant le mouve- 
ïûeni, on n'apprend rien en disant qu'une fonction de ces 
quantités reste également constante. 

C'est en cherchant des intégrales qu'on procède ordinaire- 
ïïïent à l'intégration de la Dynamique. Alors même qu'on ne 
pourra arriver à la connaissance complète du mouvement, 
chaque intégrale qu'on trouvera nous apprendra, indépen- 
damment des autres, une propriété de ce mouvement; il 
arrivera même souvent qu'une seule de ces intégrales offrira 
^e l'intérêt au point de vue auquel on se trouvera placé; 
cest ce qui justifie l'importance de la nouvelle forme sous 
Quelle nous mettons la solution d'un problème de Méca- 
^'que rationnelle. 

Quand on veut rechercher des intégrales, le procédé qui 
représente tout naturellement consiste à combiner les équa- 



a6 
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lions du mouvement jusqu'à ce qu'on obtienne une combi- 
naison intégrable. Certaiiies de ces combinaisons réussissent 
souvent : ce sont celles qui ont une signification concrète, et 
auxquelles on est conduit tout naturellement par l'étude du 
mouvement en lui-même, indépendamment des équations dif- 
férentielles. On arrive ainsi à un certain nombre de théorèmes 
généraux que nous allons établir directement au moyen des 
principes fondamentaux, marche bien préférable à celle qui 
consisterait à déduire ces vérités capitales des procédés du 
Calcul intégral et de transformations analytiques plus ou 
moins détournées. 



Théorème des forces vives. 

Nous avons vu que le demi-accroissement de la force vive 
d'un point est égal au travail élémentaire des forces qui 
agissent sur ce point. Donc 



(4) 



d{ J mv- ) — \.dx-\-\ dy -\- Z dz. 



On retrouverait cette équation au moyen des équationsdif- g^ 

férentielles 

d'x _, 

du „ 

En effet, multiplions les premiers membres de ces équations 
respectivement par — dt, ~j- dt, -^ dt, et les deuxièmes 

membres par dx, dy, dz; puis ajoutons membre à membre» j 
nous aurons 



m 



d^x dx d^y dy d^z dz\ , ^ , ,^ , „ j- 
\ dt^ dt dt^ dt dt^ dt J 



ou 



d{]^mv^)^=:^dx -\-Y dy -\-Z dz. 
Cette équation peut, toutes les fois qu'on le jugera coa^^' 
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nable, être substituée à l'une quelconque des équations du 
mouvement. 

Nous pouvons récrire, en employant les signes d*inté- 
gralion, sous la forme parfaitement équivalente 

C = J- m^^- -~f{Xdx -h \cly -h Idz) 

DU 

;5) i mv-" - 1 mvl ■= f (Xdx' 4- Ydy 4- Zdz }. 

Celle dernière équation donne lieu aux remarques suivantes : 
1° L'intégrale écrite dans le second membre a toujours un 
sens bien défini. En effet, ^, j, z sont des fonctions du temps t, 
qui existent nécessairement, puisque nous avons vu que, dans 
quelques conditions qu'un point matériel se trouve placé, le 
mouvement qu'il doit prendre est parfaitement déterminé. 
Donc dxy dy, dz sont aussi des fonctions de t multipliées 
)ar dt. On conçoit donc que l'intégrale puisse toujours être 
'alculée une fois le problème résolu, et qu'on vérifie ainsi 
équation dite des forces vives. Il est clair d'ailleurs que cette 
jquation ne saurait être, à ce point de vue, d'aucune utilité 
)our la connaissance des lois du mouvement. 
2° Le second membre représenle le travail total de la force F. 
^r on a vu que le travail total peut se calculer approximative- 
ment soit par les procédés généraux de quadratures, soit au 
îoyen d'appareils spéciaux dans chaque cas. Cette opération 
tant supposée effectuée, notre équation permettra de trouver 
chaque instant la valeur de r; elle fournira approximative- 
tent une intégrale et pourra offrir de l'intérêt dans certaines 
[lestions de Mécanique appliquée. 

3° Enfin, dans un grand nombre de cas très importants, il 
5t possible d'intégrer la fonction \dœ -{-\dy -\-Zdz sans 
>nnaître les valeurs de ^, y, z en fonction de t. 
Par exemple, il est clair que l'expression xdœ 4- ydy -i-zdz 
t toujours la différentielle de | (^* +/' + ^*)» quelles que 
ient les valeurs de œ,y et z, qui peuvent être des fonctions 
1 temps ou de toute autre variable. 

Intégrale des forces vives. — Supposons donc que les com- 
^santes X, Y, Z de la force motrice soient des fonctions 
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connues des coordonnées x, y, z du mobile, et que la quani 

'\dx-\-^[dy-\-ldz 

soit la différentielle exacte d'une certaine fonction de ( 
coordonnées. 

Si Ton a 

^dx -h \dy H- Xdz = d,f{Xy y, 2), 

l'équation des forces vives prend la forme 

(6) {rnv^ — {mvl—f{x,y, -)— /(^o,7o, -^o). 

Elle constitue alors une intégrale du mouvement, et no 
dirons que, dans ce cas, l'intégrale des forces vives exisi 
l'équation des forces vives ayant toujours lieu sous la forn 
différentielle. 

Surfaces de niveau. — On voit que, lorsque la.foncti( 
f{x,y, z) reste invariable, la vitesse ne change pas non pli 
Posons 

fi^yy, -) = C. 

Cette équation, dans laquelle C est une constante à laque! 
on peut attribuer toutes les valeurs possibles, représente u 
famille de surfaces connues sous le nom de surf aces de i 
veau. On reconnaît aisément qu'en chaque point de Tespa 
il passe toujours une de ces surfaces, et une seule; et Téqi 
tion (6) montre que, toutes les fois que le mobile traverse 
Tune de ces surfaces, sa vitesse se retrouvera la mên 
puisque, pour tous les points d'une pareille surface, /(^,/, 
a la même valeur. Ce résultat est indépendant du chemin q 
le mobile aura suivi pour arriver à la surface, et du noml 
de fois qu'il l'aura traversée entre les deux époques con 
dérées. Nous ne nous arrêterons pas à discuter les cas sin^ 
tiers où les surfaces de niveau se coupent mutuellement; d' 
il suit que les propriétés précédentes cessent en partie d'av 
lieu (»). 

Ces surfaces jouissent d'une autre propriété : c'est que, dî 
chacune des positions qu'occupe successivement le point n 



(*) Consulter un Mémoire de M. J. Bertrand, inséré dans le XXVIII* Ca 
du Journal de l* École Polj technique. 
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bile, la force F, à laquelle il est soumis, est dirigée normale- 
ment à la surface de niveau qui passe en ce point. En effet, 
l'équation différentielle commune à toutes les surfaces est 

Hda: -+- Ydy -h Zdz ^= o. 

Or da^f dy, dz sont proportionnels aux cosinus des angles 
qu'un élément rectiligne quelconque tracé sur la surface à 
partir de ce point fait avec les trois axes coordonnés, et X, 
Y, Z sont proportionnels aux cosinus des angles que la force F 
fait avec ces mêmes axes. L'équation précédente exprime la 
perpendicularité de ces deux directions. 

II suit de là qu'on peut déflnir les surfaces de niveau par 
cette propriété, qu'un point matériel posé sur une pareille 
surface, sans en pouvoir sortir, y reste en équilibre sous 
l'action de la force donnée. 
Remarque, — Si l'intégrale des forces vives s'applique à un 
, problème de mouvement, elle s'appliquera encore si, pour 
changer le mouvement, on ne fait qu'obliger le mobile à 
rester sur une surface fixe ou sur une courbe fixe, sans rien 
changer aux forces dont les composantes ont été désignées 
parX, Y, Z. Car alors on introduit bien une nouvelle force, 
la réaction de la courbe ou la surface; mais, comme cette 
réaction est normale, elle ne produit pas de travail et n'altère 
pas la différentielle ^dx -h Ydy -h Zdz. Par exemple, dans le 
mouvement d'un corps pesant assujetti à se mouvoir sur une 
surface quelconque, il y a une intégrale qui ne dépend pas de 
la nature de la surface : c'est celle des forces vives, qui garde 
la même forme, quelle que soit la courbe ou la surface direc- 
trice. 

Cas dans lesquels V Intégrale des forces vives existe, — 
Cherchons maintenant quelles sont les conditions nécessaires 
pour que l'intégrale des forces vives existe. 

I® Il faut d'abord que les composantes de la force ne con- 
tiennent pas d'autres quantités variables avec t que ^,/et z, 
En effet, si ces quantités renfermaient une autre variable, 
celle-ci se retrouverait dans l'intégrale, et l'on aurait, pour la 
différentielle totale de/, 

dfz=i^dx 4- \dy ^Zdz^^^dt; 
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les trois premiers termes ne formeraient donc pas la différen- 
tielle complète de cette fonction. 

2° Si Ton tient compte du frottement, Tintégrale des forces 
vives ne subsistera pas. En effet, le frottement est dirigé en 
sens inverse de la vitesse, et par suite ses composantes 

d 2? M V d" 

dépendent des composantes -j-^ -—y -^ de la vitesse, et 

non pas uniquement de x^ y, z. 

3° Il en est de môme si le mobile se trouve dans un milieu 
dont la résistance doive entrer en ligne de compte, parce que 
l'expérience prouve que cette résistance dépend aussi de la 
vitesse du mobile. 

Nous allons citer les cas les plus importants dans lesquels 
rinlégrale des forces vives existe : 

1° Quand la force qui agit sur le mobile est constamment 
dirigée vers un point fixe 0, et que sa grandeur dépend uni- 
quement de la distance /• du mobile à ce point fixe, en sorte 
qu'on a 

F=/(/-). 

En effet, le travail élémentaire de la force F, pendant que 

Fi{ç. fi. 




le mobile va de M en M' {Jig. 6), est égal à F x MN, ou, ce 

qui est la môme chose, 

f{r)dr, 

expression qui est une différentielle exacte. 

Mais si le centre d'attraction est mobile, l'intégrale n'exî^" 
tera plus, parce que le travail dépendra des coordonnées d* 
ce centre, dont la position varie avec le temps. 

2° L'intégrale des forces vives existe encore si la force e^^ 
dirigée perpendiculairement à un plan xOy et que sa gram"* 



CHAPITRE I. — MOUYEMENT D*Vîi POINT MATÉRIEL. 3l 

f {z) ne dépende que de la distance z du mobile à ce 
( fig' 7)- 

Fig. 7. 




p'"--. 



ar alors le travail élémentaire de la force, en appelante la 
ance du mobile au plan, est égal h f{z)dz, expression 
lemment inlégrable. 

e dernier cas est celui qui se rencontre dans le mouvement 
n corps soumis à la seule action de la pesanteur, lorsque 
nouvement s'effectue dans un espace assez restreint pour 
) cette action puisse être regardée comme ayant partout 
nême direction et une intensité constante. Dans ce cas, il 
ive de plus que la fonction /( 5) est constante, 
/intégrale des forces vives prend alors la forme suivante, 
e des z étant dirigé de bas en haut : 

2 ( <'^ —^l)~ À'( So — - ) ~ g^h 

tant la hauteur de la chute. 

.es surfaces de niveau sont des plans horizontaux, donc : 
lie que soit la trajectoire qu'un point matériel pesant soit 
ujetti à parcourir, le carré de la vitesse de ce point, et par 
te la grandeur de cette vitesse elle-même, ne dépend à 
ique instant que du niveau d'où, il est tombée et de celui ou 
■st quand on cherche sa vitesse. L'équation ne donnant qu^ 
carré de la vitesse, son sens n'est pas déterminé. 
^iTon fait i^o^=o> on a l'équation bien connue 

* donne la vitesse acquise par un mobile tombé d'une hau- 
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teur/z, soit librement, soit en suivant une courbe quelconqua: 
c'est ce qu'on appelle la vitesse due à la hauteur h. Les obsta- 
cles n'ont pour efTel que de changer la direction de la vitesse 
sans influer sur sa grandeur. 

Si, au lieu de laisser tomber le corps, on le lance vertica- 
lement, ou sur une surface fixe avec une vitesse ç», il remonte 

une hauteur 



(•« 



h—~: 






c'est la hauteur due à la vitesse v ( ' ). 



Théorèmes relatifs aux quantités de mouvement. 

Reprenons notre équation fondamentale, relative à la pro- 
jection du mouvement sur un axe fixe quelconque, 

m —j- = \. 
dt 

Multiplions par dt et intégrons, il vient 
(7) niVx—mVo,a-~ f y^dt. 



(. 



/. 



Définitions. — 1° Le produit m\> de la masse d'un point 
matériel par la vitesse dont il est animé s'appelle la quantité 
de mouvement de ce point; mv^ est la quantité dé mouvement 
de la projection du point sur l'axe des x, ou la projection 
sur le môme axe de la quantité de mouvement mv, m étant 
un simple coefficient numérique dont la grandeur géomé- 
trique V est affectée. 

2° Le produit ¥dt est V impulsion élémentaire de la force F 

(*) Lorsqu'un corps est lancé obliquement avec une vitesse v^ et abandonna 
ensuite librement à l'action de la pesanteur qui lui fait décrire une parabole)* 
il ne remonté pas à la hauteur due à cette vitesse. Gela tient à ce qu'au poi^^ 
le plus haut de la trajectoire la vitesse est horizontale, mais elle n'est p^ 
nulle, non plus que la force vive. Si le corps était assujetti à suivre une courb® 
ou une surface, il pourrait remonter jusqu'à ce que sa vitesse fût nulle, ®* 

atteindrait alors la hauteur — • 
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endanl le temps dty et Tinlégrale définie / Ydt est Vimpul^ 



ifînie / 



on totale pendant le temps fini t — ^o- ^dt est Vimpulsion 
■ la projection de la force F ou \2i projection de r impulsion 
celte même force F, le temps devant être également con- 
léré comme une quantité purement numérique. 
Traitons d'une manière analogue l'équation de la projec- 
n du mouvement sur la tangente 

Multiplions par dt et intégrons, il vient 

) m^ — m(^o= / l^dt. 

Les équations (7) et (8) s'énoncent de lu manière suivante 
langage ordinaire : 

Théorème I. — L'accroissement de la projection sur un axe 
ce de la quantité de mouvem.ent d'un point matériel, pen- 
nt un temps quelconque, est égal à l' impulsion totale, 
ndant le même tempSy de la projection de la force qui 
fit sur ce point matériel. 

Théorèue II. — L'accroissement de la quantité de mouve- 
ent est égal à Vimpulsion totale de la force tangentielle. 

Tout ce que nous avons eu occasion de dire rolalivcmcnt à 
intégrale qui représente le travail s'appli([uc idciitiqucmenl 
celles qui représentent les impulsions totales. 

Ces quantités, qui ont dans toute hypothèse un sens bien 
éfini, peuvent, dans certains cas, s'évaluer soit rigoureuse- 
ment, soit approximativement. On aura alors une intégrale du 
mouvement; mais, dans tous les cas, l'équation est vraie sous 
i forme différentielle, puisqu'elle n'est autre chose qu'une 
ombinaison des équations fondamentales du mouvement. 

On peut arriver à un autre théorème également très impor- 
^nt, en considérant, au lieu des projections des quantités de 
mouvement et des impulsions, les moments de ces diverses 
'S^mes par rapport à un axe quelconque. 

III. 3 
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Nous avons vu, en Cinématique, que la vitesse t^' à l'époque 
t-^-dt est la résultante de la vitesse v au temps t et de idt. 
Multiplions par m les trois côtés du triangle ABB' {fig> 8) 

Fig. 8. 




formé par ces trois lignes, nous obtiendrons un triangle sem- 
blable, dont les côtés seront les quantités de mouvement 1 
initial et final, et Timpulsion de la force Ydt; alors, en appli- 
quant le théorème de Varignon, on peut écrire que le momeoi 
de la résultante par rapport à un axe quelconque est égal à 1* 
somme des moments des composantes. Nous aurons ainsi 

ou 

(9) d'^\1mv — 2f\L¥dt. 

Donc : 

Théorème III. — L'accroissement élémentaire du momem-^ 
de la quantité de m,ouvement, pris par rapport à un ax*^ 
quelconque, est égal au moment de l'impulsion élémentaire 
de la force autour du même axe. 

Quand le second membre de l'équation (9) est une diffé- 
rentielle exacte, on obtient une intégrale du mouvement; 
dans le cas contraire, on n'a qu'une équation différentielle 
pouvant tenir lieu d'une des équations ordinaires. 

Parmi les cas où l'intégration est possible, il faut distinguer 
celui où le moment de la force par rapport à Taxe est con-^ 
stamment nul : on conclut alors de l'équation (9) que OlLmi^ 
est constant. Donc : 

Théorème IV. — Quand la force qui sollicite un point mo- 
bile rencontre constamment une droite fixe, le moment de la 
quantité de mouvement du point par rapport à cette droite 
est constant. 
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Ce résultat s'énonce ordinairement d'une autre manière, 
en ayant égard aux considérations géométriques suivantes. 

Expressions diverses du moment de la quantité de mouve- 
ment d'un point. — Prenons un plan de projection perpen- 
diculaire à l'axe des moments {fig- 9), et soit le point qui 



Fig. 9- 



rd 




projette cet axe tout entier. Désignons par -j- la projection 

de la vitesse v, et par /? la perpendiculaire abaissée du point 
sur la direction de cette vitesse, on a 

d(7 



dXLmv =: m.p 



dt 



Or />ûf(7 représente le double de l'aire dk décrite par le rayon 
vecteur OM pendant le temps dt; donc 

inLmv =z2m —r' 

dt 

Les diverses expressions analytiques de l'aire d), donnent 
autant d'expressions du moment de la quantité de mouve- 
ment. Si Ton rapporte le mouvement à l'axe pris pour axe 
des z, et à deux autres axes rectangulaires compris dans le 
plan de notre figure, on a 



^^ f dv dx\ 



(,0) ^„^^ , ^^^ 

En coordonnées polaires, b désignant l'angle du rayon vec- 
teur r avec l'axe 0, et ^ l'azimut de ce rayon vecteur par 
rapport à un plan fixe quelconque, on a 

dl 



(II) 



OlL/wf' = mr'^ sin' 



dt 
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Théorème des aires. — Cela posé, quand le moment de la 
force par rapport à Taxe est constamment nul, c'est-à-dire 
quand la projection de la force passe toujours par le point 
fixe 0, le moment de la quantité de mouvement reste inva- 
riable; on peut donc écrire dans ce cas - 

ou 

et énoncer le théorème IV sous la forme suivante : 

Théorème V. — Quand la projection sur un certain plan 
de la force qui sollicite un point mobile passe par un pôle 
fixe, l'aire décrite sur le même plan par le rayon vecteur 
issu de ce pôle croît proportionnellement au temps. 

Réciproquement : Toutes les fois que les aires sont propor- 
tionnelles au temps, la force est constamment dirigée vers 
V origine fixe par des rayons vecteurs. 

C'est ainsi que Newton a conclu de la deuxième loi de 
Kepler que la force qui sollicite les planètes passe constam- 
ment par le centre du Soleil. 

Quand la force, au lieu de rencontrer simplement une 
droite fixe, passe par un point fixe, le théorème des aires a 
lieu pour un plan de projection quelconque. Taxe des mo- 
ments passant toujours par la projection du point fixe. Dans 
ce cas, la trajectoire est une courbe plane, le mobile ne sor- 
tant pas du plan déterminé par le point fixe et par la direc- 
tion de la vitesse initiale. 

Utilité des théorèmes généraux de la Dynamique, 

Nous avons dit que les théorèmes qui précèdent, quand ils 
ne donnent pas d'intégrales, fournissent des équations diffé- 
rentielles qu'on peut substituer à un nombre égal des équa- 
tions ordinaires de la Dynamique. On fait un fréquent usage 
de ces théorèmes dans les applications, pour éliminer, sans 
transformations algébriques, certaines forces connues ou 
inconnues. 
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C'est ainsi que les forces dont le travail est nul disparais- 
sent de l'équation des forces vives; celles qui rencontrent une 
droite fixe, de Téquation des moments pris par rapport à cette 
droite, etc. Ces méthodes, spéciales à chaque problème, ser- 
vent également quand le point mobile est assujetti à certaines 
conditions, qui restreignent le nombre de variables indépen- 
dantes : on est ainsi dispensé de recourir aux méthodes géné- 
rales de Lagrange, dont j'ai parlé. 

Mouvement d'un point sur une sphère fixe. — Le système 
de coordonnées naturellement indiqué ici est le système po- 
laire. En effet, il suffira de considérer dans les calculs la coor- 
donnée r comme une constante, pour tenir compte de la con- 
dition imposée au mobile. Il ne restera plus ainsi dans les 
équations que deux variables : la longitude 4», et la colati- 
tude B\ ces deux variables sont tout à fait indépendantes, et 
nous allons chercher, pour déterminer ces inconnues, deux 
équations oii n'entre pas la réaction de la surface fixe. 

Les formules qui servent à passer du système rectiligne au 
système actuel sont les suivantes : 

X —. r sin^cos^, 
y = r sin^sin^, 
z = /cosÔ. 

Différentions ces équations en considérant r comme une 
constante, et faisons la somme des carrés de dx, dy, dzy on 

trouve 

ds^ = r'' dQ'' -^ r- ^\\\' d^\ 



<i'où, en divisant par dt^, 



v^ = /- 



dO_ 
dt 



t 



s 



m^Q 



m\ 



Cela posé, la réaction de la sphère étant normale à la tra- 
jectoire du point mobile, le principe des forces vives fournit 
une première équation indépendante de cette réaction : 

<i) ,fim/-2iï^y+sin20('^yi.:^Xe/^-+-Y^7-hZt/^. 

De même, la réaction inconnue, passant nécessairemen au 



['_ 



38 DYNAMIQUE. 

centre de la sphère, a un moment nul par rapport à un axe 
quelconque conduit par ce point. On aura donc une deuxième 
équation qui ne contiendra pas cette réaction, en appliquant 
le principe des aires sur un plan quelconque, par exemple 
sur le plan a?0/, perpendiculaire à Taxe de notre système 
polaire. Cette équation est, en se reportant à Texpression 
trouvée plus haut pour le moment de la quantité de mouve- 
ment, 

(2) dmr'-sm^d^—{Yx-'Xy)dl, 

Mouvement du pendule simple. — Dans le problème du 
pendule simple, les forces agissant sur le point mobile se 
réduisent à la pesanteur seule et Ton a, en supposant que 
Taxe des z ait été pris vertical et dirigé vers le zénilh, 

X = o, Y==o, Z= — mg. 

Les équations précédentes sHntègrent une première fois, 
et donnent, en désignant par / la longueur du pendule, égale 
au rayon r de la sphère, 

(^^ (^)'+sln^^(^y=0;^ + sin^0oW + -f (cos0o--cos0> 

(4) sin'0^--=sin2 0o^;. 

Il suffit d'éliminer -^ entre ces deux équations pourdét^*' 
miner en fonction de t par une quadrature. 11 vient 

(5) sinO — = zt4/-^(cos9^ — cose)(i— cos='0)-f-sin>eofo»(cos»e„ — cos'e)-r-e'«C* 

La quantité soumise au radical est un polynôme du troisièr^^ 
degré en cos 6 dont les trois racines sont toujours réelles. "^^ 
effet, le polynôme est positif pour 6 =z Ôq, il est négatif po^^ 
COS0 —zti; enfin il se retrouve positif pour cos = oo. On co^^" 
dut de là Texistence de deux racines comprises entre — i ^^ 
-M, racines que je représenterai par cos^i et cosô/j; quant. ^ 
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la troisième racine A, elle est positive et plus grande que i, 
elle ne saurait représenter un cosinus. On peut donc écrire 
l'équation (5) 



dt 



Il suit de là que Tangle ^ reste compris entre les deux 
angles ^i et 0j; Textrémité du pendule ne sort pas de la zone 
horizontale limitée par les deux petits cercles qui répondent 
aux deux limites de Tangle 0. La vitesse angulaire du pendule 
en projection horizontale est variable, conformément à la 
relation 
(.^ ^4;_sin^0o 

elle est comprise entre deux limites, comme Tangle 0, dont 

elle suit les variations. 

Quant à la relation entre Tangle et le temps ^, elle dépend 
des fonctions elliptiques de première espèce. 

Un cas remarquable est celui dans lequel deux des racines 
de notre polynôme sont égales; c'est ce qui peut arriver de 
deux manières : 

1° 01 peut devenir égal à B^, et, dans ce cas, la valeur com- 
mune de ces deux quantités ne peut être que 0o; on a alors 

0=r 00= const., 
^1 le polynôme doit admettre en facteur le carré de 

(COS0-- cos^o); 
^^ qui exige qu'on ait à l'origine 






0;rzzo et ^=:-lj;;2cOS0o. 

^lors le pendule décrit un cercle horizontal avec une vitesse 

^'^gulaire constante et égale à la vitesse angulaire initiale ^^o- 

2** La plus grande des trois racines et la racine cos02 peu- 

^^nt toutes deux devenir égales à l'unité; ce qui exige les 

^^Ux conditions 

fo = o, 



0;2^-^-(i-cos0o). 
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On obtient ainsi 

Vf 

tang|:0=r tang-J 0o« • 
Pendule ordinaire. — Il résulte de réquation(7) que, si la 

vitesse horizontale -^ est nulle à l'instant initial, elle reste 

at 

nulle pendant tout le mouvement, lequel s'effectue alors dans 

un plan vertical. C'est le cas des expériences ordinaires sur le 

pendule. Les lois qui répondent à ce cas particulier sont bien 

connues, ainsi que la formule qui donne la durée des petites 

oscillations, formule que nous retrouverons pour exprimer 

rigoureusement ou approximativement les lois d'un grand 

nombre de phénomènes de Mécanique physique. 

Des forces dites instantanées. 

Nous avons, pour simplifier le langage, désigné sous le 
nom (ï impulsion d'une force F, agissant pendant un temps/, 
l'intégrale définie 

f F di, 

laquelle est réduite àF^si la force est constante ou supposée 
telle. En divisant l'intégrale qui donne l'impulsion par le 
temps t, on a V effort moyen ^ correspondant à l'espace de 
temps considéré. 

L'impulsion d'une force est une quantité composée de la 
force et du temps de son action, comme le travail est une 
quantité composée de la grandeur de la force et du déplace- 
ment du point auquel elle est appliquée. 

Cette impulsion est mesurée par l'accroissement de la quan- 
tité de mouvement du mobile pendant le temps considéré» 
ou par la quantité de mouvement finie communiquée à ^^ 
corps en repos par une force agissant sur ce corps penda^^^ 
un certain temps. 

Si l'on mesure la masse et la vitesse d'un projectile à 1^ 
sortie d'un canon, on a, par le produit mr, la valeur de l'if^* 
pulsion de la force produite par la déflagration de la poudr^ 
Quant à la force elle-même, on ne peut pas la mesurer air^^ 
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ementy à moins qu'on ne connaisse les lois de son 
i. On obtiendra sa valeur moyenne, si Ton connaît seu- 
it la durée de cette action. 

jst bien essentiel seulement de remarquer qu'aucune 
ne peut imprimer une vitesse finie à une masse, quelque 
qu'elle soit, sans y mettre un certain lemps et sans faire 
urir un certain espace à son point d'application sous son 
i continue. Il n'y a donc pas, à proprement parler, de 
instantanée. Néanmoins, si l'effet est produit dans un 
; si court que rien n'ait pu changer sensiblement dans la 
on du point, on pourra, dans la plupart des cas, faire 
iction de ce temps et supposer à l'action la durée que 
oudra, pourvu que cette durée soit très petite et que 
?rale définie 



X 



G 



valeur qu'on peut évaluer en mesurant l'accroissement 
quantité de mouvement du corps qui reçoit l'action de 
ce F. 

lieu de l'expression malheureuse de force instantanée, 
emploierons le mot de percussion pour désigner par 
pie un coup de marteau, un coup de queue au jeu de 
d, etc. La direction de la percussion sera celle de la 
F, qui est censée ne pas changer sensiblement pendant 
irte durée de son action; et ce qu'on peut appeler Vin- 
té da la percussion, ce qui en fait la mesure, c'est Tim- 
on totale 

P -^ / Vdf. 

s percussions se composent comme des forces. En effet, 
toutes les équations qui expriment des relations entre des 
s équivalentes, équations qui sont linéaires par rapport 
forces, il n'y a qu'à multiplier par dt et à intégrer pour 
' des relations entre des percussions, les facteurs qui 
iplient les forces étant supposés constants pendant le 
)s qui sépare les deux limites de l'intégrale, 
utefois il faut bien se garder de confondre une percussion 
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avec une force. Il n*y a même pas homogénéité entre ces de 
sortes de quantités, puisque la percussion se mesure par Ti 
pulsion de la force inconnue qui produit les effets obsenr« 
c'est-à-dire parle produit de la force par le temps de son actic 
Quand nous emploierons le mot force, ce sera toujours po 
désigner un nombre de kilogrammes, mesurable au moy 
de la balance ordinaire ou de tout autre procédé équivalei 

Le mot de force est pris assez fréquemment dans un gra 
nombre d'acceptions d'autant plus vicieuses qu'elles sont pi 
vagues et qu'on peut, de prémisses mal définies, tirer d'u 
manière également légitime les conséquences les plus dire 
tement opposées. 

Descartes écrivait à Mersenne : « J'ai parlé de la force q 
sert pour lever un poids, laquelle a deux dimensions, non ( 
celle qui sert en chaque point pour le soutenir, laquelle n 
qu'une dimension (*). » 

Cela veut dire : Quand il s'agit de soutenir un poids, la fori 
seule est en jeu, tandis que pour lui communiquer ur 
vitesse finie il faut avoir égard au produit de la force par 
temps de son action. 

Un peu plus tard, et jusqu'au milieu du siècle dernier, 1< 
géomètres ont été très longtemps partagés sur la question c 
savoir quelle doit être la mesure de la force des corps t 
mouvement; c'est-à-dire de décider si cette force est propo 
tionnelle au produit de la masse par le carré de la vitesse : pj 
exemple, si un corps double d'un autre, et qui a 3 fois auiai 
de vitesse, a i8 fois autant de force, ou 6 fois autant seule 
ment. 

« Or, dit d'Alembert, quand on parle de la force des corps t 
mou\>ement, ou l'on n'attache point d'idée nette au mot qu'c 
prononce, ou l'on ne peut entendre par là en général que 
propriété qu'ont les corps qui se meuvent de vaincre les o 
stades qu'ils rencontrent ou de leur résister. Ce n'est donc 
par l'espace qu'un corps parcourt uniformément, ni par 
temps qu'il emploie à parcourir cet espace, ni enfin par 
considération simple, unique et abstraite de sa masse et de 



r 

( ') Edition de M. Cousin, t. VI, p. 329. 



-. 
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^' vitesse, qu'on doit estimer immédiatemenl Idi force : c'est uni- 

' quement par les obstacles que le corps rencontre et par la 

^'' résistance que lui font ces obstacles. Plus l'obstacle qu'un 

-^ corps peut vaincre et auquel il peut résister est considérable, 

plus on peut dire que sa force est grande, pourvu que, sans 

vouloir représenter par ce mot un prétendu être qui réside 

dans le corps, on ne s'en serve que comme une manière 

abrégée d'exprimer un fait. 

» Ceci bien entendu, il est clair qu'on peut opposer au mou- 
vement d'un corps trois sortes d'obstacles : ou des obstacles 
Invincibles qui anéantissent tout à fait son mouvement, quel 
qu'il puisse être; ou des obstacles qui n'aient précisément 
que la résistance nécessaire pour anéanlir le mouvement du 
corps et qui l'anéantissent dans un instant : c'est le cas de 
l'équilibre ; ou enfin des obstacles qui anéantissent le mouve- 
ment peu à peu : c'est le cas du mouvement retardé. Comme 
les obstacles insurmontables anéantissent également toutes 
sortes de mouvement, ils ne peuvent servir à faire connaître 
la force; ce n'est donc que dans l'équilibre, ou dans le mou- 
vement retardé, qu'on doit en chercher la mesure. Or tout le 
monde convient qu'il y a équilibre entre deux corps quand 
les produits de leurs masses par leurs vitesses sont égaux de 
part et d'autre. Donc, dans l'équilibre, le produit de la masse 
par la vitesse, ou, ce qui est la même chose, la quantité de 
mouvement, peut représenter la force. Tout le monde con- 
vient aussi que, dans le mouvement retardé, le nombre des 
obstacles vaincus est comme le carré de la vitesse ; en sorte 
qu'un corps qui a fermé un ressort, par exemple, avec une 
certaine vitesse, pourra, avec une vitesse double, fermer, ou 
tout à la fois, ou successivement, non pas deux, mais quatre 
ressorts semblables au premier, neuf avec une vitesse triple, 
61 ainsi du reste. D'où les partisans des forces vives concluent 
Que la force des corps qui se meuvent actuellement est, en gé- 
néral, comme le produit de la masse par le carré de la vitesse. 
» Soit qu'un corps ait une simple tendance à se mouvoir 
^vec une certaine vitesse, tendance arrêtée par quelque ob- 
stacle, soit qu'il se meuve réellement et uniformément avec 
celte vitesse; soit enfin qu'il commence à se mouvoir avec 
celle même vitesse, laquelle se consume et s'anéantisse peu 
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à peu par quelque cause que ce puisse être : dans tous ces cas, 
Teffet produit par le corps est différent, mais le corps consi- 
déré en lui-même n'a rien de plus dans un cas que dans un 
autre; seulement, l'action de la cause qui produit Tefifet est 
différemment appliquée. Il n'y a donc rien d'étonnant à ce que 
cet effet soit différent suivant les conditions dans lesquelles 
on place le corps et qu'il soit tantôt proportionnel à la simple 
vitesse, tantôt comme le carré de cette vitesse. » 

Pour en revenir aux forces instantanées, quand nous ver- 
rons une masse m se mettre en mouvement avec une vitesses, 
sous l'action d'une force agissant pendant un temps inappré- 
ciable, mais néanmoins fini, nous dirons que le produit mv 
mesure V impulsion de cette force, la quantité mv^ on^mv^k 
^/•a^aiV développé par cette force. Quanta la /o/ce elle-même, 
tout ce qu'on peut espérer déterminer, c'est sa valeur 
moyenne, quand on connaît le temps qu'a duré son action. 



§ V. — Théorie des mouvements relatifs. 

Quand on connaît la force qui sollicite un mobile, on sait 
poser les équations différentielles du mouvement absolu de 
ce mobile; et, ce mouvement étant une fois déterminé, on 
trouvera, par une simple transformation de coordonnées, le 
mouvement du même point relativement à tout système 
mobile suivant une loi donnée. 

Mais on peut aussi déterminer directement le mouvement 
relatif, lequel n'est autre chose, comme on le sait, que le 
mouvement absolu d'un certain point fictif dont les coordon- 
nées, par rapport à un système d'axes immobiles, sont les 
mêmes que les coordonnées relatives du point dont on s'oc- 
cupe. En effet, nous connaissons par la Cinématique la gran- 
deur et la direction de l'accélération totale relative Jr; or il est 
bien évident que les choses se passent comme si le point fictif» 
supposé doué d'une masse m, était sollicité par une force mh • 
c'est la force relative, ou la force apparente^ la force capable 
de produire toutes les circonstances du mouvement relatif. On 
peut donc poser immédiatement les équations différentielle- 
dû mouvement relatif; quant à la détermination des arbitraires 
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elle se fera ensuite sans diffîcullé, au moyen des coordonnées 
et des vitesses relatives initiales. 

Cela posé, Taccélération J,. est la résultante : 

1° De Taccélération J, due à la force réelle F; 

2® D'une accélération y', égale et opposée à l'accélération 
d'entraînement; 

3<»De l'accélération centrifuge composée y'', perpendiculaire 
à la vitesse relative et à l'axe instantané de la rotation d'en- 
traînement, et dirigée vers la gauche de la vitesse relative. 

Appelons force d'entraînement la force mj' qu'il faudrait 
appliquer à un point coïncidant avec notre point mobile et 
supposé doué d'une masse m pour lui communiquer le mou- 
vement du point correspondant du système de comparaison : 
la deuxième composante F' de la force apparente est égale et 
opposée à cette force d'entraînement. C'est la force dP inertie 
du point donné, considéré comme lié aux axes mobiles. Donc : 

Théorème. — On peut toujours traiter le mouvement relatif 
d'un point matériel comme un mouvement absolu, pourvu 
ç II' après avoir attribué au point une vitesse initiale conve- 
nable on adjoigne, à la force qui le sollicite réellement, la 
force d'inertie du point du système des axes qui coïncide 
avec le point étudié, et la force centrifuge composée. 

Tel est le théorème de Coriolis. 

Je rappelle que la force centrifuge composée a pour expres- 
sion 

F^= 2ma)(^. sino), v,. (*), 

^r étant la vitesse relative et w la vitesse d'entraînement. Les 
composantes de cette force suivant les axes mobiles sont, en 
désignant par/?, 7, r les projections de co sur ces mêmes axes, 

rrn ( dx dy 



(*) Voir la première Partie de cet Ouvrage; Cinématique, p. 170. 
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Cas particuliers du théorème de Coriolis, 

1° La force centrifuge composée est nulle dans les trois cas 
suivants : quand la vitesse relatii^e est nulle, parce que Ton a 
i^r=^o, c'est le cas de Téquilibre relatif; quand la direction 
de Vaxe instantané se confond avec celle de la vitesse relativCt 

parce qu'on a sin w, tv = o ; enfin quand le mouvement des axes 
est une simple translation, parce qu'on a w = o. 

Dans ces trois hypothèses, il suffit de joindre, à la force 
réelle agissant sur le point donné, la force d'inertie de ce 
point, considéré comme lié aux axes mobiles. 

2*> Quand le mouvement du système d'entraînement est 
une pure translation, et que, de plus, cette translation est 
rectilîgne et uniforme, il n'y a plus aucune force à joindre 
à la force F. Les équations différentielles du mouvement 
relatif sont identiques à celles du mouvement absolu, et les 
intégrales des deux problèmes ont la même forme. 

Seulement, nous savons que tout n'est pas dit quand on a 
intégré les équations différentielles d'un problème de Méca- 
nique; il faut encore, au moyen des données du mouvement 
initial, déterminer les constantes que l'intégration laisse arbi- 
traires. Or les grandeurs et les directions des vitesses initiales 
ne sont pas les mêmes dans le mouvement relatif et dans le 
mouvement absolu, et cette circonstance, en changeant les 
constantes arbitraires introduites par les intégrations, fait 
seule que le mouvement relatif diffère du mouvement absolu. 

3*^ Si le mouvement d'entraînement se compose de deux 
rotations, la force centrifuge composée totale est la résul- 
tante des deux forces analogues qui seraient introduites par 
les deux rotations composantes. En effet, posons 

p—p^-^p,, 

7 = ^1+^2, 

/• — /•, 4- A-2, 

et remplaçons /?, ^, r par ces valeurs dans les expressions 
des composantes de la force centrifuge composée : on obtient 
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lient pour chacune d'elles la somme de celles qui 
aient de chacun des mouvements de rotation, 
i général, si le mouvement des axes mobiles est 
ivement composé de deux autres mouvements quel- 
5, la force centrifuge composée est la résultante des 
pparentes analogues résultant de chacun des mouve- 
omposants en particulier. On pourra donc déterminer 
nt Teffet produit par chacun de ces mouvements, ou 
culer d'un seul coup l'influence du mouvement com- 
;lon les cas. 

cation de la théorie des forces apparentes. — Repre- 

problème déjà étudié d'une bille M (que nous assi- 

s à un simple point matériel), mobile le long d'une 

i tourne uniformément avec une vitesse w {fig. lo). 



Fig. 10, 



?/ 




VtY 



îule force réellement agissante est la réaction nor- 
e la tige N; la théorie ordinaire donne les lois du 
aent du point M, sous l'influence d'une pareille force; 
suite de ces lois que le mobile s'éloigne de l'axe ou 
re de rotation, sans qu'il soit besoin de faire inter- 
our cela une force particulière tirant directement la 
ns le sens de la flèche. 

eut aussi, par un artifice commode, appliquer à ce 
ne la théorie des mouvements relatifs, en rapportant 
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le mouvement à trois axes 0^, 0/, Oz, mobiles avec la vitesse 
angulaire w, de telle sorte que le point M, dans son mouve- 
ment relatif, reste constamment sur Taxe des œ. Pour trouver 
la loi de son mouvement sur cette droite, il faudra joindre à 
la force N les deux forces fictives que Ton connaît. 

Or la force N, ainsi que la force centrifuge composée, 
étant constamment normale à la trajectoire oblique, ces 
deux forces ne peuvent produire que des pressions sur la 
tige; et Faccélération du mobile se présente comme pro- 
duite uniquement par la force centrifuge, de sorte que Ton a 

équation facile à intégrer. On ne saurait donc trop répéter 
que c'est uniquement en vue d'un artifice commode et par 
une fiction, très licite du moment qu'elle n'est pas déguisée, 
qu'on peut ainsi considérer la force centrifuge comme con- 
tribuant au mouvement du point et non pas seulement comme 
une réaction de ce point matériel contre les obstacles gênant 
son mouvement. 

Extension des théorèmes généraux de la Dynamique 
au cas des mouvements relatifs. 

Il est parfaitement évident qu'on peut appliquer aux mou- 
vements relatifs tous les théorèmes généraux de la Dyna- 
mique, pourvu qu'on ait soin de tenir compte des forces 
fictives qui permettent d'assimiler un mouvement relatif à 
un mouvement absolu. 

Nous ferons seulement ici la remarque que, pour établir 
l'équation des forces vives, il n'y a pas à s'inquiéter de la 
force centrifuge composée, dont le travail est nul, puisque 
cette force est constamment normale à la trajectoire relative. 

Mouvem,ent des corps près de la surface de la Terre, 

Ainsi que nous l'avons fait en Cinématique, prenons pour 
axe des z la verticale du lieu dirigée de bas en haut; pour axe 
des ccy la partie nord de la tangente à la méridienne, enfin 
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pour axe des y y la partie est de la perpendiculaire. Désignons 

par \ la colatitude du lieu, par n la rotation de la Terre, prise 

positivement, soit 

/^ =10,0000729. 

Force centrifuge composée. — Nous avons obtenu pour les 
composantes de la force centrifuge composée 

X'' = 2m/icosX -7^» 

dt 

(i) { Y" = 2m/if cosX -^ — sinX -^ j > 

V = imn sinA -f-- 

dt 

Force d'inertie. — Si nous négligeons pour le moment la 
translation de la Terre autour du Soleil, la force opposée à 
la force d'entraînement se réduit à la force centrifuge égale 
àm/i*p, en désignant par p la distance du point mobile à Taxe 
du monde. Les composantes de cette force seront 

X'= — mn^p cosX, 

Y' = o, 

Z' =-- mn^p sinX, 

ou, en supposant la Terre sphérique, désignant par R le rayon 
de l'équateur et négligeant les variations de distance du point 
mobile au centre de la Terre, 

IX' =1: — mn^R sinX cosX, 
Y' = o, 
Z' =mn^Rsmn. 

Le maximum de cette force correspond à Téquateur, où 
elle a pour valeur m/i«R(n2R—o%o33852). 

Équilibre des corps à la surface de la Terre. — Les corps 
que nous sommes accoutumés à regarder comme étant en 
équilibre participent en réalité au mouvement de la Terre, et 
il faudra, pour tenir compte de cette circonstance, introduire 
la force centrifuge dans les équations ordinaires de Téqui- 
IIL 4 
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libre, en même temps que toutes les forces réelles. Quai 
la force centrifuge composée, elle ne joue aucun rôle, a: 
que nous l'avons dit, dans le cas de Téquilibre relatif. 

Or, parmi les forces réelles figure toujours celle qui, S( 
le nom de pesanteur ou gravité, sollicite tous les corps i 
nous environnent. Cherchons d'abord à nous faire une i( 
nette de cette force, dont le rôle est si important. 

Définition de la pesanteur. — On se rappelle que, dans 
applications de la Statique, nous avons appelé pesanteur 
gravité la force, dont les effets nous sont bien familiers, 
vertu de laquelle les corps tendent à tomber à la surface de 
Terre : de sorte que le poids d'un corps est, par définitic 
une .force égale et opposée à la réaction du fil ou de Tapi 
qui l'empêche de tomber. 

En faisant alors une étude expérimentale assez grossie 
de cette force, c'est-à-dire en observant ses effets les pi 
marqués, sans nous préoccuper des causes de ces phén 
mènes, nous avons annoncé une théorie ultérieure plus min 
tieuse : le moment est venu de tenir notre promesse. 

Considérons d'abord un corps en équilibre relatif, reposa 
sur un support ou sur le sol, et réduit par la pensée à i 
simple point matériel. Les forces qui agissent réellement s 
lui sont : 

1° L'attraction qu'il éprouve de la part de la Terre, en ver 
du principe de la gravitation universelle, cause principale d 
phénomènes que présentent les corps pesants; 

2° La pression qui est exercée sur lui de bas en haut par 
support. 

Ces deux forces réelles et la force centrifuge se faisant équ 
libre, la réaction du support est égale et directement opposa 
à la résultante de la force centrifuge et de l'attraction te 
restre. Cette résultante n'est donc autre chose que ce qt 
nous nommons le poids du corps. 

Ainsi on ne doit pas confondre le poids d'un corps av( 
l'attraction que ce corps éprouve de la part de la Terre; 1 
poids s'obtient en composant cette attraction avec la fore 
centrifuge due à la rotation de la Terre. 

De la verticale, — Les mêmes considérations s'appliquei 
à l'équilibre d'un corps suspendu à l'extrémité inférieur 
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un fil dont rexlrémité supérieure est fixe. La direction du 
/ à plomb, c'est-à-dire ce qu'on nomme la verticale, est pré- 
Lsément la direction de cette résultante de l'attraction de la 
erre et de la force centrifuge. 

!La force centrifuge est dirigée suivant le prolongement MC^ 
u rayon du cercle que le corps décrit autour de l'axe du 
londe, en vertu de la rotation de la Terre {Jîg. u); elle fait 

Fig. II. 



Nord. 




lonc en général un angle Ci M A plus ou moins grand avec 
l'attraction de la Terre sur le corps. Par suite, la résultante a 
généralement une direction MP différente de celle des com- 
posantes, variable d'ailleurs suivant le lieu. 

La composante Z' étant toujours positive, le poids est 
toujours plus petit que ce qu'il serait sans l'intervention de 
^a force centrifuge. Or cette force, dans le cas d'un point situé 
^ l'équateur, atteint sa valeur maxima; elle se retranche direc- 
tement de l'attraction terrestre. Nous avons trouvé 

La force centrifuge n'est qu'une assez petite fraction du 
poids du corps; mais si la Terre tournait seulement dix-sept 
îois plus vite, son attraction serait complètement équilibrée 
parla force centrifuge, et la pesanteur serait nulle à l'équateur. 
La force centrifuge décroît proportionnellement au cosinus 
- delà latitude, et cet effet se combine avec celui de l'aplatisse- 
ment de la Terre, pour produire la variation de la pesanteur 
observée vers la fin du siècle dernier. 
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Galilée avait certainement Tidée de la force centrifuge, 
dans un de ses dialogues (*), il explique clairement que 
rotation de la Terre ferait prendre aux corps une vitesse v 
ticale apparente dirigée de bas en haut, s'ils n'étaient retei 
par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesc 
teur, quelque petite qu'on la supposât, suffirait pour empêcl 
u/i pareil mouvement. 

Tout ce que nous avons dit jusqu'ici en introduisant la ce 
sidération des forces fictives pouvait s'établir également bi 
par les procédés ordinaires de la Dynamique. Considérons 
effet un corps en repos relatif, sur un appui fixe. Ce cor 
n'est soumis qu'à deux forces : l'attraction de la Terre et 
réaction de l'appui; seulement, bien qu'il nous paraisse ( 
repos, il décrit en réalité d'un mouvement uniforme uncerc 
de rayon p; donc, les forces qui le sollicitent, c'est-à-di 
l'attraction de la Terre et la réaction de l'appui, doivent i 
réduire à une force centripète égale à mn^p. Donc, le poid 
qui est directement opposé à la réaction de l'appui, est 
résultante de l'action de la Terre et d'une force fictive éga 
et opposée à la force centripète : c'est la force centrifug 
Nous arrivons donc au même résultat, et nous justifions ain 
l'emploi de cette fiction, qui d'ailleurs, après les explici 
tions qui ont été données, ne peut pas induire en erreur. 

Il résulte de là que, dans les applications, nous n'avons pi 
à nous inquiéter de tenir compte séparément de Tattraclif 
terrestre et de la force centrifuge. La pesanteur, telle qi 
nous l'avons définie et telle qu'on la définit ordinairemen 
comprend ces deux forces ensemble, de sorte qu'on de 
poser, dans les questions d'équilibre et de mouvement di 
corps pesants, 

i X-hX'=:0, 
(3) Y+Y'=:0, 

( Z -hZ' = — m-. 

11 est bien essentiel de remarquer qu'au point de vue auqo 
nous sommes actuellement, quand on se déplace à la so 

(') Voyez Dialogo sopra le due massimi sistemi del mundo^ p. i85 et st 
de l'édition de Florence, 1710. 
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ace de la Terre ou qu'on s'élève au-dessus, la direction de 
a verticale et la grandeur de la pesanteur varient en raison 
le la variation de l'attraction et de celle de la force cenlri- 
ruge. Quand on suppose, pour un point situé à une distance èp 
de la Terre, que la pesanteur est constante, on néglige le 
produit de n* Sp. 
La quantité /i* ayant d'ailleurs la valeur fort petite 

/i' = o , oooooooo53, 

ie produit de n* par une quantité de l'ordre de celles qu'on 
rencontre dans les problèmes terrestres est une quantité 
toujours assez petite; j'ai fait cette remarque afin qu'on soit 
bien convaincu qu'il serait oiseux de vouloir conserver dans 
les calculs les termes affectés du facteur /i^, au moins toutes 
les fois qu'on regarde la pesanteur comme constante. 

Effets de la force centrifuge composée. — Si nous consi- 
dérons maintenant un corps en mouvement à la surface de la 
Terre, il faudra joindre à la force complexe que nous nom- 
mons j[?e5a/i^e£/r une nouvelle force é\XQ centrifuge composée, 
dont l'importance croît en raison de la vitesse relative du 
corps. 

Chute des corps dans le vide, — Examinons ce qui va 
résulter de l'action apparente de cette nouvelle force, sur un 
corps qu'on laisse tomber à la surface de la Terre, sans lui 
donner de vitesse initiale. La grandeur de la force centri- 
fuge composée étant proportionnelle à la vitesse relative du 
mobile, on voit qu'elle est nulle au départ de ce mobile et 
qu'elle prend ensuite une valeur de plus en plus grande, à 
mesure que la vitesse relative croît. Au commencement, le 
mouvement semble donc produit par la résultante de l'attrac- 
tion de la Terre sur le corps et de la force centrifuge due à 
la rotation du globe : c'est la force que nous désignons sous 
le nom de poids du corps, et dont la direction est indiquée 
par le fil à plomb, qui se manifeste seule dans les circon- 
stances que présente le mouvement à son origine. D'après 
cela, le corps commence à tomber suivant la verticale de son 
point de départ, et l'accélération g qu'il reçoit tout d'abord 
dans sa chute* apparente est celle qu'une force égale à son 
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poids lui communiquerait. Ainsi, le poids P est lié à l'accé- 
lération g de son mouvement apparent par la relation 

V — mg, 

Cette relation avait été établie tout d'abord dans rhypothèse de 
l'immobilité de la Terre. Il était nécessaire de montrer qu'elle 
est encore vraie lorsqu'on rentre dans la réalité, quoique P 
ne soit pas la force qui agit réellement sur le corps, et que^ 
ne soit pas l'accélération de son mouvement absolu. Mais il 
faut observer que, pour qu'il en soit ainsi, on doit prendre 
pour g l'accélération qui se présente dans les premiers 
instants de la chute apparente du corps. 

Lorsque le corps qui tombe est déjà en mouvement, la force 
centrifuge composée n'est plus nulle : elle dérange le corps 
de la verticale suivant laquelle il a commencé à se mouvoir. 
Pour nous rendre compte de l'eifet qu'elle produit et que l'on 
à pu constater par l'expérience, malgré sa petitesse, nous 
déterminerons la grandeur et la direction de cette force cen- 
trifuge composée, comme si le mouvement apparent du corps 
était rigoureusement un mouvement rectiligne et uniformé- 
ment accéléré s'eiîectuant suivant la verticale menée par son 
point de départ. 

On devra alors, dans les expressions de X'', y, V y sup- 

, . . « dx dy 

primer les termes qui contiennent en facteur -z- et -^> et 

dz 
remplacer approximativement -r par — gt. Y" prend ainsi la 

valeur positive 

Y"=i 2mn?\ïik,gty 

ce qui indique une déviation de la méridienne, dans la direc- 
tion de l'orient. 

Pour calculer cette déviation, il n'y a qu'à intégrer deux 
fois l'équation de la projection du mouvement sur l'ax^ 

des/ : 

d'^Y 
'-^=:2nsml,gt, 

ce qui donne, en déterminant convenablement les arbitraires, 
(4) y = insml,gtK 
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Celte équation, réunie à Féquation 

(5) z=z,-^gt\ 

fournit une deuxième approximation des lois de la chute des 
graves. 
En désignant par h la hauteur de chute, on a 

tirant la valeur de t pour la substituer dans Téquation (4)> on 
trouve Texpression de la déviation orientale en fonction de la 
hauteur de chute 

(6) y^l^-^^l^hs/h. 

Appliquons cette formule à une expérience faite par 
M.Reich dans Tun des puits des mines de Freyberg. L'obser- 
vation a donné une déviation de o™,o283, pour une hauteur 
de chute de i58"",5o à la latitude de 89 degrés. La formule 
précédente donnerait 

La vérification est donc aussi satisfaisante qu'on peut le dé- 
sirer. 

On peut pousser plus loin l'approximation, en remplaçant, 
dans l'expression de X'', -^ par sa valeur approchée /i sinX.^f'. 
On a ainsi la troisième équation du mouvement : 

-7-^ = — 2/1* sinXcosX.^^*, 

qui devient, par une double intégration, 

(7) ^=z-i««sin5lcosX.^«*=:-|^:îliiBA^^A'. 

Le calcul indique donc une déviation vers le sud. Seule- 
«lent cette nouvelle déviation est trop petite pour qu'il soit 
Passible de la constater expérimentalement. Avec les données 
de l'expérience citée plus haut on trouverait environ un deux- 
<^niième de millimètre. 
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Mouvement des projectiles dans le vide. — Si Ton consi- 
dère, au contraire, un projectile lancé avec une certaine vi- 
tesse initiale, la force centrifuge composée a tout de suite une 
valeur notable, et les effets ont une importance bien autre- 
ment grande, au moins au point de vue théorique. 

Ainsi Laplace, dans sa Mécanique céleste, donne le résultat 
suivant. Si Ton suppose une bombe, dirigée verticalement de 
bas en haut, avec une vitesse de 5oo mètres par seconde, en 
négligeant toutes les influences perturbatrices autres que 
celles de la rotation de la Terre, il y aura une déviation occi- 
dentale de 128™, 9. 

Mouvement du pendule simple. — Un des eflfels les plus 
curieux de la force centrifuge composée est celui qu'elle pro- 
duit sur les oscillations d'un pendule simple, effet qui a été 
mis en évidence pai» les expériences de M. Foucault. 

Poisson avait annoncé, dans son Mémoire de 1826, que 
« les oscillations du pendule sont indépendantes de la rotation 
diurne de la Terre, et les mêmes dans tous les azimuts autour 
(le la verticale, ce qu'il était bon de faire voir, ajoute-t-il, vu 
le degré de précision que Ton apporte maintenant dans les 
mesures du pendule à secondes en différents lieux de i^ 
Terre. » {Journal de l'Ecole Polytechnique^ Cahier XVII.) 

M. Foucault a démontré, par des expériences faciles, fr^ 
quemment renouvelées depuis, que les oscillations du pen- 
dule qu'on écarte de sa position d'équilibre, et qu'on aban- 
donne ensuite à lui-même sans vitesse initiale, ne s'exécutenf 
pas dans un plan fixe par rapport à la Terre. 

La question générale du mouvement du pendule est très- 
difficile à traiter. Pour essayer de nous en faire une idée, 
décomposons la rotation de la Terre en deux, dont l'une ait 
pour axe la verticale du lieu, l'autre une perpendiculaire, et 
proposons-nous de déterminer séparément l'effet de ces deux 
rotations. Or, relativement à la première, le pendule se trouve 
situé au pôle; il est à l'équateur pour la deuxième. 

Occupons-nous seulement du premier cas, c'est-à-dire con- 
sidérons le pendule au pôle. Il est facile de voir que, même 
dans ce cas simple, et contrairement à une opinion répandue, 
on ne peut pas toujours considérer les oscillations comnfl^ 
s'effectuant dans un plan tournant en sens inverse de la Terre- 
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On a alors 



5? 



Désignons toujours par 6 Tangle d'écart du pendule, et par \\i 



Fig. 12. 




a longitude comptée à partir d'un plan fixe arbitraire {/ig. 1 2). 
3n a 

X' — — - 2 mn -7- ) 

at 



Y'' = 2 
7/ = o. 



mn 



dx 



Supposons d'abord qu'après avoir écarté le pendule de la 
verticale on l'abandonne à lui-même sans vitesse initiale 
apparente. 

Supposons la pesanteur constante; désignons par / la lon- 
gueur du pendule, et conduisons les opérations comme dans 
le calcul de la page 35, en ayant égard à la force centrifuge 
composée. Nous ferons seulement, au lieu de z = /cos0, 

z-=i — /cos0, 

Îi^fin que l'angle désigne, selon l'usage, l'écartement du pen- 
dule de la verticale. 

Cela posé, l'intégrale des forces vives n'éprouve aucune 
roodiflcation par l'introduction de la force centrifuge com- 



/ 
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posée, et nous écrivons Tintégralc 

(■) (^yH-sin-<§)=îf(cos»-c..9.). 

puisque 9' et ^' sont pris nuls à l'origine du mouvement. 

Quant à Téquation des moments des quantités de mouve- 
ment et des forces autour de la verticale 

d, ml^ sin« ^ = ^ Y — r X, 

dt -^ 

elle devient, eu égard aux valeurs de X'' et \\ 

d, ml* sin^ 9 ~- z= d . mn{x^ -ï- y^) ^= d . mnl^ sïn^ 9, 



ou 



(2) d,sin^9(^—n) = o. 
Intégrant entre les limites, il vient 

(3) sin^9{^ — n\:= — nsm^9o. 

Les équations (i) et (3) résolvent le problème que nous 
nous étions proposé de traiter. 

On tire de la dernière de ces équations 



d^ _ f sin*0o\ 

di -''r-'-^ii^)' 



et Ton voit qu'il n'est pas exact de dire que le plan vertical 
qui contient le pendule soit animé d'un mouvement égal et 
contraire au mouvement de rotation de la Terre, du moins 
quand il s'agit d'un pendule abandonné à lui-même sans 

vitesse initiale. La rotation effective -j- dépend de l'angle 

d'écart variable 9. 

On peut d'ailleurs remarquer que l'intégrale générale de 
l'équation (2) est 

s.n.e(f-„Uc. 
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Si donc on a, à l'instant initial, 

4,;=/! 

et» par conséquent» 

C=o, 



notre intégrale deviendra 



dt 



— n = o^ 



et, par suite, les oscillations du pendule s'accompliront bien 
dans un plan animé d'une vitesse positive égale en valeur 
absolue à la rotation de la Terre si l'expérience a lieu au 
pôle, ou au produit de celte rotation par le sinus de la lati- 
tude si l'on se trouve en un point quelconque du globe ter- 
restre (*). 

Quant aux circonstances du mouvement, elles ne seront pas 
les mêmes que celles du mouvement ordinaire, parce qu'il 

faudra, dans l'équation (i), remplacer^ par n et avoir égard 

à ce qu'on ne suppose plus nulle la vitesse initiale; on trouve 
ainsi 

(^y= ^ (COS0 — COS0o)+ /i'(cos=0 — COS^^o) 

= (cos0 — cos^o) ~r-^ n^{cos6 -hcosdo) . 

Le temps d'une petite oscillation n'est pas altéré d'une 
manière sensible, comme il est facile de s'en assurer par le 
calcul. 

Il faudrait encore, pour compléter la théorie du pendule, 
examiner l'effet de la deuxième composante de la rotation ter- 
restre, relativement à laquelle le pendule doit être considéré 
comme situé à l'équateur. Nous ferons seulement remarquer 
que l'influence de la force centrifuge composée doit nécessai- 



( * ) Ce calcul très simple, qui suffit pour Tobjet de cet Ouvrage, est tiré d*un 
Mémoire la par le général Poncelet à F Académie des Sciences en septembre 1860. 
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rement se borner à la production de perturbations périodiques 
dans le mouvement de rotation dû à la composante verticale. 
En effet, la force centrifuge composée agit dans un sens diffé- 
rent, selon que le mobile se trouve d'un côté ou de Tautre de 
réquateur : les termes qu'elle introduit changent donc pério- 
diquement de signe à la fin de chaque demi-oscillation simple. 

Influence de la translation de la Terre, — Dans tout ce que 
nous venons de dire, nous avons négligé le mouvement delà 
translation de la Terre autour du Soleil. Il résulte de ce mou- 
vement une nouvelle force fictive, égale et contraire à \^ force 
d' entraînement^ c'est-à-dire une force égale et contraire à 
celle qui donnerait au mobile supposé libre un mouvement 
précisément égal à celui du centre de la Terre. Mais, en même 
temps qu'on tient compte du mouvement de la Terre autour 
du Soleil, on doit se préoccuper également de l'attraction que 
le Soleil exerce sur le corps dont on veut étudier le mouve- 
ment par rapport à la Terre. 

Ces deux nouvelles forces sont à peu près égales et con- 
traires l'une à l'autre, à cause de la petitesse du rayon delà 
Terre relativement à la distance de la Terre au Soleil; leur 
résultante, qui est extrêmement petite, change de grandeur 
€t de direction d'une heure à l'autre dans la journée, par suite 
du changement de position du corps par rapport au Soleil. 
Elle doit donc être regardée comme une force perturbatrice 
qui détermine une variation périodique, tant dans la grandeur 
du poids du corps que dans la direction du fil à plomb ou de 
la verticale. Ce changement périodique de la position du fil à 
plomb pourra difficilement s'observer directement, parce qu'il 
est trop faible, mais il devient sensible par les oscillations de 
la surface de la mer, qui en sont la conséquence naturelle» 

Enfin la Lune concourt aussi pour sa part à produire les 
effets de la force complexe de la pesanteur (*). 

La résultante de l'attraction de la Lune sur un corps terrestre 
et d'une force capable de communiquer à ce corps une acc^'' 
lération égale et contraire à celle que la Lune donne au cenH*^ 



(') Cette analyse, aussi claire que complète, des forces qui influent à ^^' 
degrés divers sur les mouvements des corps à la surface de la Terre, est extr^*- 
du Traité de Mécanique rationnelle de M. Delaunay. 
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Terre constitue une nouvelle force perturbatrice qui se 
)ine avec la précédente pour produire le changement 
)dique de direction de la verticale, auquel est dû le phéno- 
B des marées. Cette dernière force perturbatrice est même 
grande que la première, parce que la Lune est beaucoup 
rapprochée de la Terre que le Soleil, et c'est pour cela 
le phénomène des marées se règle surtout sur le mouve- 
t apparent de la Lune, et non sur celui du Soleil. 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMEMT DES SYSTÈMES MATÉRIELS QUELCONQUES. 



§ VI. — Principe ou théorèhe de d'Alehbert. 

Par les règles expliquées dans le Chapitre qui précède, on 
peut déterminer les lois du mouvement d'un corps sollicité 
par des forces quelconques, libre ou gêné par des obstacles 
fixes, pourvu que ce corps puisse être géométriquement 
regardé comme un point, c'est-à-dire pourvu qu'il n*y ait pas à 
se préoccuper des mouvements relatifs de ses diverses parties. 

Mais lorsqu'un certain nombre de corps pareils {points maté- 
riels) sont joints et liés ensemble de manière qu'ils ne puissent 
obéir librement aux forces qui les sollicitent directement, ces 
corps exercent nécessairement les uns sur les autres des 
efforts inconnus, tensions ou pressions, que nous confondons 
sous le nom de forces intérieures. Or, ces forces influent sur 
le mouvement produit, au même titre et suivant les mêmes lois 
que les forces extérieures, et réciproquement elles dépendent 
du mouvement qu'elles modifient. 

La détermination du mouvement d'un corps de dimensions 
finies, même quand on peut assimiler ce corps à un solide 
invariable, est donc d'un ordre tout différent que celle du 
mouvement d'un point soumis à des forces connues; et il y 
avait là pour la Mécanique, après la découverte de Galilée, un 
pas nouveau à faire, un important desideratum à combler. 

Le premier problème de ce genre dont il soit fait mentiof^ 
est celui du centre d'oscillation. D'après les lettres de Des-' 
cartes, le P. Mersenne avait proposé aux géomètres de déter' 
miner la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque ^ 
pour qu'étant suspendu par un point il fasse ses oscillation^ 
dans le même temps qu'un fil de longueur donnée, chargé 
d'un seul poids à son extrémité {pendule simple). 
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Nous ne nous arrêterons pas à parler des autres problèmes 
de Dynamique, qui ont exercé, après celui du centre d'oscil- 
lation, la sagacité des géomètres des deux derniers siècles, 
avant que Tart de traiter ces problèmes fût réduit à des règles 
fixes. 

Pour résoudre ces questions, que BernouUi, Clairaut, Eu- 
1er se proposaient entre eux, on faisait usage de divers prin- 
cipesy parmi lesquels se distingue surtout celui des forces 
vives, dû à Huygens. Ce principe si simple et si général a en 
même temps un caractère d'individualité séduisant, car il a été 
trouvé dès le début par son inventeur, et nous Tavons exposé 
dans cet Ouvrage avant d'avoir fait la Dynamique proprement 
dite ; mais il a Tinconvénient de ne donner qu'une seule équa- 
tion. Il suffit, nous l'avons vu, pour la solution des questions de 
mouvement dans le cas des systèmes à liaison complète, c'est- 
à-dire de la presque totalité des machines. Dans le cas général, 
son utilité est beaucoup restreinte. Nous avons vu d'ailleurs 
que l'équation unique fournie par le principe des forces vives 
a une grande importance au point de vue pratique, puisqu'elle 
fait connaître le travail développé par les forces, indépen- 
damment des circonstances accessoires du mouvement. 

Le Traité de Dynamique de d'Alembert, qui parut en 174^, 
mit fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe 
et générale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équa- 
tion tous les problèmes de Dynamique que l'on peut imaginer. 
Cette méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps 
à celles de leur équilibre, et ramène ainsi la Dynamique à la 
Statique. Le principe de d'Alembert (^ ne fournit pas immé- 
diatement les équations nécessaires pour la solution des pro- 
blèmes de Dynamique, mais il apprend à les déduire des con- 
ditions de l'équilibre. 

OrLagrange a réduit toute la Statique à une formule géné- 
rale qui donne les lois de l'équilibre de tous les systèmes de 



(*) Il est inutile de répéter que nous n'avons pas ici de nouveau principe 
proprement dit. Le principe de d'Alembert est pour nous un théorème comme 
celui des vitesses virtuelles ; cependant on applique malgré soi le nom de prin- 
"jp« à ces propositions si capitales, qu'on ne peut se résoudre à les confondre 
^us une appellation unique avec tous les théorèmes particuliers. 
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corps tirés par tant de forces qu'on voudra. On pourra donc 
aussi réduire à une formule générale toute la Dynamique, 
ainsi que nous allons le voir. 

Considérons chaque point m de notre système matériel 
comme soumis à Faction de la force extérieure, qui lui est 
directement appliquée, et de la force intérieure, qui résulte 
des actions exercées sur lui par les autres points du système; 
on pourra regarder ce point comme isolé et lui appliquer la 
théorie du mouvement d*un point libre. L'accélération totale 
du mouvement du point /n a la même direction que la résul- 
tante des forces qui agissent sur lui, et la grandeur de celte 
accélération est telle que, en la multipliant par la masse du 
point, on obtient un produit égal à la résultante dont il vient 
d'être question. 

Or, si Ton se reporte à la définition de la force d'inertie d'un 
point, on voit que, si Ton ajoutait la force d'inertie du pointw 
aux forces de toute nature qui lui sont appliquées, ce point se 
trouverait en équilibre, puisque la force d'inertie, que l'on 
joint aux forces réelles, est égale et directement opposée à la 
résultante de ces forces réelles. 

Ce premier point étant bien établi, faisons pour chaque point 
matériel du système ce que nous venons de faire pour l'un 
d'eux, c'est-à-dire introduisons la force d'inertie de chaque 
point, et considérons toutes ces forces fictives comme appli- 
quées chacune au point correspondant, en même temps que 
la force extérieure F, et la force intérieure provenant des 
liaisons mutuelles de nos divers points; il est clair que nous 
aurons constitué ainsi un ensemble de forces en équilibre. 

Cet équilibre a d'ailleurs lieu, quelle que soit la nature du 
système matériel dont nous nous occupons, puisque toutes 
nos forces sont distribuées par groupe de trois, lesquelles se 
font séparément équilibre et sont appliquées à un même point 
matériel. Ainsi : 

Théorème. — Il y a équilibre à chaque instant entre l^^ 
forces extérieures directement appliquées aux divers poi/t^^ 
d'un système quelconque en mouvement, les forces d'inertie 
de ces points et les forces intérieures résultant des liaisof^^ 
du système matériel. 
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Quand il s'agit d'un point matériel libre ou d'un système 
de points matériels isolés pouvant se mouvoir les uns par 
rapport aux autres d'une manière quelconque sous Taction 
des forces qui leur sont directement appliquées, le théorème 
de d'Alembert n'est d'aucune utilité. En effet, que l'on veuille 
appliquer ce théorème ou poser à la manière ordinaire les 
équations du mouvement, c'est absolument la même chose. 
Soit nii la masse d'un des points ; les déplacements ô^„ d//, 
àzi étant tous arbitraires, l'équation (2) ne peut avoir lieu 
qu'autant que les coefficients des indéterminées sont tous 
nuls séparément. 

On doit donc avoir dans ce cas 



X,- 


d^ Xj 

"^^ dr- 


— 0, 


Y,- 


"^^ df^ 


— G, 


z, - 


d'Zi 


0; 



or ces équations sont précisément les équations ordinaires 
du mouvement. 

Mais quand on imagine des liaisons quelconques, un cer- 
tain nombre de coordonnées des points du système ne sont 
plus arbitraires, et nous allons voir que le théorème de 
d'Alembert donne toujours juste autant d'équations qu'il eu 
faut pour déterminer celles qui restent, différant par là du 
principe des forces vives, qui ne donne jamais qu'une seule 
équation, quel que soit le système auquel on l'applique. 

Supposons qu'il y ait n points dans le système, et k équa- 
tions de condition entre les coordonnées de ces points. Il n'y 
aura que ^n — k coordonnées arbitraires, et, par suite, i* 
faudra trouver 3/i — A: équations. Soient 

9\{^hyh -o t) — o, 



9a (•^/, 7/, ^h t) — o 



les équations de condition. Pour que le déplacement du sy^ 
tème soit compatible avec les liaisons existantes au momeï*^ 
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Qsidéré, il faut que les variations 3j?„ ô//, Szi soient telles 
l'en remplaçant ^,-, /,-, zi par a?/ + Sxi, yi h- ôy„ zt 4- ô^/, 
laissant t constant dans les équations précédentes, ces 
[uations soient encore vérifiées. Or ceci exige qu'on ait 

• > 

le signe 2 s'étendant à tous les points matériels du système. 

On a ainsi k équations, desquelles on peut tirer les valeurs 
de k variations en fonction des autres. En substituant ces va- 
leurs dans réquation générale, il ne reste plus que Zn — k 
coefficients à annuler, ce qui donne précisément les 3 /i — A: 
équations dont on a besoin. 

Lagrange a présenté cette élimination d'une manière tout 
à fait générale et extrêmement élégante, dont l'exposition 
complète est en dehors du plan de cet Ouvrage. Supposons 
que l'on ait profité des équations de liaison pour exprimer les 
^1 coordonnées inconnues en fonction de 3/i — k variables 
quelconques 

les quantités q sont dès lors absolument indépendantes, 
comme les coordonnées d'un système de points libres, et les 
formules de Lagrange donnent immédiatement les équations 
<lifférentielles auxquelles ces nouvelles variables doivent 
satisfaire. 

Les équations de Lagrange, transformées par Poisson et par 
M. Hamilton, ont fourni à un grand nombre de géomètres la 
Daatière de travaux fort intéressants, parmi lesquels je me 
bornerai à mentionner les nombreuses publications de Jacobi. 
Ces travaux doivent être considérés comme purement ana- 
lytiques; ils ont présenté sous un jour tout à fait nouveau la 
théorie des équations aux différences partielles du premier 
^ïdre : nouvel exemple des liens d'utilité réciproque qui exis- 
tent entre la Mécaniqfue et la haute Analyse. 
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Application du principe de d'Alembert à la détermination 
des charges dynamiques des appuis et supports.. 

Nous avons appris, en Statique, à déterminer les efforts qui 
s'exercent sur les appuis d'une machine en équilibre, ainsi 
que sur les diverses pièces de la machine elle-même. Ces 
efforts éprouvent des modifications considérables quand on 
considère la machine dans Tétat de mouvement, surtout dans 
le cas de vitesses un peu notables, et la détermination de 
leurs valeurs constitue aujourd'hui une des parties les plus 
importantes de la Mécanique appliquée. 

Or le principe de d'Alembert nous donne le droit de con- 
sidérer un système quelconque en mouvement comme s'il 
était en équilibre, pourvu qu'on ajoute aux forces données et 
aux réactions inconnues les forces d'inertie des divers points. 
Les équations de la Statique subsisteront donc, à la condition 
d'y faire figurer les forces d'inertie. Ce sont les termes dépen- 
dant de ces forces qui font la différence des tensions et réac- 
tions statiques aux tensions et réactions dynamiques. 

Supposons, par exemple, une corde soutenant un poids P. 
Dans le cas de l'équilibre, on a, pour déterminer la tension T 
de la corde, l'équation 

T =zi P = m^. 

Mais si le poids est animé d'un mouvement vers le haut, 

d^z 
dont l'accélération soit --jtj > l'équation précédente ne subsiste 

plus : elle est remplacée par la relation 



dt^ V dt 

La tension est donc plus grande que dans l'équilibre. 

d^z 
dt^ 

dt^ 



d^z p. 

Si au contraire --rj^ est négatif, la tension devient inférieU^^ 

d* z £> 

au poids P; elle serait nulle si -t;^ = ~^; ce qui doit ét^^ 
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n effet, parce que le corps suspendu prend alors son mou- 
emenl naturel. La tension deviendrait même négative si le 
iorps descendait plus vite que sous la seule action de la 
;)esanteur. 

Nous verrons plus tard d'importantes applications de ces 
considérations, quand nous étudierons la dynamique spéciale 
des corps solides. Mais, auparavant, nous devons continuer 
l'exposition des propriétés plus générales qui s'appliquent au 
mouvement d'un système quelconque. 

Nous arriverons à des théorèmes d'une haute importance, 
relatifs au mouvement d'un système matériel quelconque, en 
combinant les théorèmes généraux trouvés dans la dynamique 
du point avec le principe de l'action et de la réaction. 



§ VII. — Mouvement du centre de gravité d'un système 

QUELCONQUE. 

Dans ce que nous appelons un système matériel quelconque, 
c'est-à-dire dans un ensemble de points matériels indépen- 
dants ou liés entre eux, immobiles ou animés de mouvements 
arbitraires, il existe à chaque instant un point géométrique, 
<iui jouit de propriétés toutes particulières. 

Les coordonnées x^, fi, z^ de ce point qu'Euler appelle 
centre d'inertie, et qui est plus généralement connu sous la 
dénomination fort impropre de centre de gravité (*), sont 
déterminées par les relations suivantes, qui constituent la 
véritable définition du centre de gravité : 

M7,=i2/n7, 
M ^i = 2/n5, 

M désignant la masse totale du système, ou la somme 2 m des 
niasses partielles. 

(') yoir la deuxième Partie de cet Ouvrage, Statique ^ p. loo. 



*JO DTlfAXIQCB. Bi, 

DifférentioQS ces équations par rapport au temps, il Tient ^^ 



(2) 



^g djPi ^ dx 
dt 

M-^ = 

dt 

dt 



Im 






2mp^, 


Im 


dY 

dt 




^mvyy 


Im 


dz 

dt 




:i/n<?;-. 



Ces relations définissent la vitesse du centre de gravité. Une 
deuxième différentiation nous fera connaître racccZ-^ra/ion de 
ce même point (^) : 



(3) 



6^^^ dt^ 



Remplaçons les quantités qui figurent soùs le signe 2 par 
leurs valeurs tirées des équations du mouvement 



m 



m 



m 



d^x 
d^Y 



dt' 



= X^x, 



Y-T-Y, 



— Z -f- z : 



les termes qui représentent les projections des forces inté* 
Heures disparaissent dans la sommation, et les équations (3) 



( * ) Xous emploierons los expressions de i*ttesse et ^^accélération aussi bi^*^ 
quand lo centre de gravité est une pure fiction géométrique que lorsque, coml** 
dans un solide invariable» les équations (i) définissent un point bien détennil* 
du corps, point dont la position dans l'intérieur de celui-ci reste la même, qo^ 
que soit le mouvement du corps tout entier 
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deviennent 

(4) Jm^=2Y, 

Les équations (4) sont celles du mouvement d'un point de 
masse M, sollicité par une force dont les projections sur trois 
axes rectangulaires sont respectivement égales aux sommes 
des projections de toutes les forces du système. Or cette force 
n'est autre chose que celle à laquelle nous avons donné le 
*nom de résultante de translation des forces dont les compo- 
santes sont réunies sous le signe 2. Donc : 

Théorème. — Le centre de gravité d'un système de corps 
quelconque se meut comme un point matériel dont la muasse 
serait égale à la muasse, totale des corps considérés, et auquel 
serait appliquée la résultante de translation des forces don- 
nées (*). 

11 ne faut pas s'exagérer l'importance de ce théorème dans 
le cas général. En effet, il arrivera bien rarement qu'on puisse 
déterminer directement par les équations (4) le mouvement 
du centre de gravité, indépendamment des mouvements indi- 
viduels des points matériels du système. Il faudrait, pour cela, 
que les projections de la résultante de translation dépendis- 
sent uniquement du temps t et des coordonnées ^,, jj, x?,; or 
il est évident qu'en général les quantités 2X, 2Y, 2Z seront 
des fonctions des coordonnées de tous les points donnés, et 
l'intégration isolée du groupe (4) ne sera pas possible. 

Mais une conséquence bien importante de notre théorème 



(') On voit que la notion du point matériel n'est pas une pure abstraction, utile 
seulement dans les raisonnements destinés à établir les théorèmes qui s'appliquent 
^ux corps de la nature. En effet, un corps de dimensions quelconques peut toujours 
être assimilé (au moins théoriquement) à un point matériel dont les coordonnées 
seraient celles de son centre de gravité ; et tous les théorèmes relatifs au mouve- 
Oïent d'un point s'appliquent au corps ainsi condensé autour de ce centre de gra- 
vité. 
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est la suivante : il est évident que les forces intérieures, qui 
sont deux à deux égales et directement opposées, se détrui- 
sent dès qu'on les transporte en un même point d'application. 
Il suit de là que le mouvement du centre de gravité ne dépend 
nullement des forces intérieures, et, par conséquent, qu'il 
n'est influencé en rien par les changements qui peuvent se 
produire dans la constitution physique du système, des chocs, 
des explosions, des ruptures de lions, etc., tant que ces phé- 
nomènes se passent exclusivement entre des corps que l'on 
considère comme faisant partie du système étudié. 

Principe de la conservation du mouvement du centre 

de gravité. 

Cette proposition importante est connue dans la Science 
sous le nom de principe de la conservation du mouvement du 
centre de gravité. En effet, le centre de gravité conserve son 
mouvement, quelles que soient les perturbations qui affecienl 
les mouvements individuels des diverses parties du système, 
par suite de modifications survenues dans les forces inté- 
rieures, et cela jusqu'à ce qu'une nouvelle force extérieure 
intervienne. . 

En particulier, si l'on considère un système qui n'est sou- 
mis à l'action d'aucune force extérieiirc, le centre de gravité 
de ce système sera forcément en repos, ou animé d'un mou-' 
vement recliligne et uniforme (*). Ce point jouit donc de 1^ 
propriété de Y inertie, c'est-à-dire qu'il ne peut être tiré d*> 
repos que par l'action d'une cause extérieure. Quant aux di-" 
verses parties d'un corps en repos, elles peuvent se mettra 
en mouvement sans l'intervention d'aucune cause située en 
dehors du corps; seulement on remarquera toujours ces deuj^ 
choses : I** le mouvement de chaque partie individuellement 
sera dû à une cause extérieure à cette partie ; 2° tous les mou-- 



( ' ) Notre système planétaire, par exemple, étant extrêmement éloigné des autres 
corps célestes, on peut regarder les actions que ses diverses parties éprouveni! 
de la part des étoiles comme insensibles. Dès lors ce système n*est soumis qu*â» 
des forces intéiieures, et par conséquent son centre de gravité doit être immo-^ 
bile ou animé d'un mouvement rectiligne et uniforme. 
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vemenls des divers fragments seront nécessairement combi- 
nés de telle sorte que le centre de gravité de Tensemble ne 
sorte pas de sa position primitive. 

11 n'est pas nécessaire, pour que le mouvement du centre 
de gravité soit nul ou rectiligne uniforme, que les forces ex- 
térieures soient nulles : il suffit que la résultante de trans- 
lation soit nulle, c'est-à-dire que toutes ces forces soient 
équivalentes à un couple situé dans un plan quelconque. 

Réciproquement, considérons un corps soumis à des efforts 
très variés, et dont les diverses parties soient animées de mou- 
vements quelconques, par exemple un navire, une locomotive, 
une charrue, etc.; du moment que le centre de gravité de ce 
corps se meut uniformément en ligne droite, nous pouvons 
affirmer que la résultante de translation de toutes les forces 
appliquées à ce corps est nulle, ou, si l'on veut, que toutes 
les résistances, transportées au centre de gravité, ont une 
résultante égale et contraire à celle des efforts moteurs. 

Le principe de la conservation du mouvement du centre 
de gravité nous donne la clef d'un grand nombre de phéno- 
mènes de l'ordre le plus varié. Nous allons en citer quelques 
exemples. 

Recul des bouches à feu. — Un canon avec son projectile et 
sa charge de poudre constitue un système immobile. Or, Tex- 
Plosion de la poudre développant seulement des forces inté- 
rieures, il résulte de ce qui précède que le canon et le boulet 
prennent simultanément des mouvements dirigés en sens 
contraires l'un de l'autre, afin que le centre de gravité de l'en- 
semble reste à la place qu'il occupait avant l'inflammation. S'il 
^t9it permis de négliger la masse de la poudre, ou des ma- 
nières dans lesquelles elle se transforme, on pourrait dire que 
® canon et le boulet prennent, au moment de l'explosion, 
'^s vitesses inversement proportionnelles à leurs masses. 
^^is les choses ne se passent pas tout à fait ainsi, à cause de 
ïïiasse de la poudre, qui n'est pas négligeable par rapport à 
'^le du boulet : en réalité, le recul de la pièce s'effectue avec 
^^ vitesse un peu plus grande que celle qu'on trouverait par 
ï*ègle précédente. 

-ascension des fusées, — L'ascension des fusées est un phé- 
^ïuène de recul tout à fait analogue à celui qui vient de nous 
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occuper. L'inflammation progressive de la poudre qui enln 
dans la composition d'une fusée projette en dehors des quan 
tités de matières de plus en plus grandes, par un orifice pra 
tiqué à la partie inférieure du corps de la fusée; celui-ci doi 
donc reculer, c'est-à-dire se mettre en mouvement de bas ei 
haut. L'action de la pesanteur est, à dire vrai, une cause extenii 
qui doit influer sur le phénomène; mais elle ne fait que dirai 
nuer la vitesse de la fusée, en faisant équilibre à une parlii 
de la force verticale qui produit le mouvement de bas en haut 

Quand une bombe fait explosion avant d'être tombée sui 
le sol, le centre de gravité des divers éclats continue à par 
courir la parabole suivant laquelle se mouvait le centre de 
gravité de la bombe entière. Ce n'est que lorsqu'un des frag- 
ments vient à rencontrer un corps étranger que le mouve- 
ment du centre de gravité de l'ensemble se modifie, parce que 
la réaction éprouvée par ce fragment est une nouvelle force 
extérieure qui vient contribuer avec la pesanteur à la produc- 
tion de ce mouvement. Il est clair que ceci n'est vrai qu'ap- 
proximativement, quand la bombe se meut dans l'air atmo- 
sphérique, en raison de la résistance que l'air oppose au 
mouvement, tant de la bombe que de ses éclats : en effet, 
cette résistance est une force extérieure; elle influe, par 
conséquent, sur le mouvement du centre de gravité. 

Des phénomènes analogues ont dû se passer, lorsque, sui- 
vant une hypothèse assez généralement admise, la planète 
située entre Mars et Jupiter s'est brisée, pour nous laisser à sa 
place les nombreux astéroïdes qui peuplent cette région de 
notre système solaire. Le centre de gravité de tous les éclats 
a dû conserver son mouvement elliptique. Seulement, tous 
les débris subissant l'influence des planètes voisines, le mou- 
vement du centre de gravité n'a pas tardé à se trouver plus 
ou moins altéré. 

Marche de Vhomme et des animaux, — Les êtres animés 
eux-mêmes sont soumis, quant à leur partie matérielle, au^ 
lois qui régissent tout ce qui est matière, et en particulier l 
la loi de la conservation du mouvement du centre de gravité 

Considérons un homme isolé au milieu de l'espace : il pe* 
faire exécuter un grand nombre de mouvements aux diverse 
parties de son corps, et nous ne savons absolument rien à^ 
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nécanisme mystérieux par lequel la volonté, principe imma- 
lériel, arrive à mettre en mouvement les divers organes du 
corps auquel elle est liée. Mais ce que nous savons, c'est que 
tous ces organes constituent un système matériel et que, s'il 
n'y a pas de forces extérieures, le centre de gravité de ce 
système doit être à Tétat de repos ou à celui de mouvement 
rectiligne et uniforme. C'est là un point sur lequel la volonté 
n'a aucune prise, une règle à laquelle se soumettent nécessai- 
rement les mouvements de chacun des organes. La présence 
de l'air atmosphérique modifie d'ailleurs ces résultats, car la 
résistance de ce fluide pourrait, à la rigueur, être mise en jeu 
par des mouvements analogues à ceux de la natation, de ma- 
nière à déplacer le centre de gravité. 

Étudions maintenant ce qui se passe (*) « quand un homme, 
debout sur le sol et primitivement immobile, commence à 
marcher devant lui, et fait ainsi passer son centre de gravité de 
l'état de repos à l'état de mouvement. Pendant que cet homme 
est en repos, il est soumis à des forces extérieures qui sont,, 
d'une part, les actions de la pesanteur sur toutes les molécules 
de son corps, et, d'autre part, les pressions qu'il éprouve de 
la part du sol, aux différents points par lesquels il le touche : 
ces forces extérieures se font équilibre. Lorsque l'homme 
veut commencer à marcher et qu'il porte une jambe en avant, 
il ne développe que des forces intérieures qui ne peuvent pa& 
déplacer son centre de gravité; aussi l'autre jambe tend-elle à 
reculer, ce qu'elle ferait si rien ne s'y opposait, de sorte que 
le centre de gravité du corps tout entier n'avancerait pas. Mais 
la seconde jambe ne peut reculer qu'en glissant sur la surface 
du sol, et sa tendance au glissement développe un frottement 
qui s'y oppose, au moins jusqu'à une certaine limite : c'est ce 
frottement, cetle composante horizontale de la réaction du 
sol, qui détermine le mouvement du centre de gravité. Tout 
le monde sait que, lorsqu'on est sur un sol glissant, c'est- 
à-dire sur un sol pour lequel le coefficient du frottement est 
faible, sur de la glace par exemple, et qu'on porte une jambe 
en avant pour commencer à marcher, l'autre jambe glisse en 
arrière, de sorte qu'on court le risque de tomber si l'on n'y 

(*) DelauNAT, Traité de Mécanique rationnelle. Citation libre. 
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prend garde. Cet effet bien connu confirme l'explication que 
nous venons de donner. » 

§ VIII. - TUÉORÈXES RELATIFS AUX QUANTITÉS DE MOUYEMENT. 

Étant donné un système matériel quelconque en mouve- 
ment, le principe de d*Alembert nous apprend que les forces 
réelles qui sollicitent les divers points matériels considérés, 
jointes aux forces fictives que nous avons appelées ^orm 
d'inertie, constituent un ensemble en équilibre sur le système 
qu'on étudie; et nous avons démontré que les équations qui 
expriment cet équilibre fictif sont toujours en nombre rigou- 
reusement suffisant pour déterminer toutes les circonstances 
du mouvement. 

Parmi ces équations, dont le nombre et la forme varient à 
rinOni, suivant la constitution physique du système et les 
liaisons qui existent entre ses diverses parties, nous savons 
qu'il y en a toujours six^ et pas plus, qui sont générales, c'est- 
à-dire qui s'appliquent à tous les systèmes matériels imagina- 
bles, parce qu'elles sont indépendantes des tensions ou forces 
intérieures, variables avec les conditions imposées au corps ' 
dont on étudie le mouvement. 

On obtient ces six équations générales en écrivant que la 
somme des projections sur un axe quelconque des forces 
autres que les forces intérieures est nulle, et que la somme 
des moments de ces mômes forces autour d'un axe quel- 
conque est également nulle. 

Nous prendrons pour type des équations de projections celle 
(jui se rapporte à l'axe 0^ : 

<ït pour type des équations de moments, celle qui est relative 
à l'axe 0^ : 

En multipliant par dt les deux membres de chacune d^ 
équations (i) et (2), et indiquant l'intégration entre deU 



.«.1 
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imites quelconques t^ et t, nous aurons des relations entre 
es projections et les moments des impulsions des forces 
extérieures, d'une part, et des quantités de mouvement des 
livers points du système, d'autre part. 
On tire de l'équation (i) 



mv, 



|uant à l'équation (2), si l'on remarque qu'on a 

r f d'Y d^^\.^ ( dy dx\ ^ 

elle fournira 

(4) 231l;;;mp — i;01l;-/nç^o=2 Ç DÏL:,Fdi. 

Les relations (3) et (4) sont indépendantes des forces in- 
térieures : énoncées en langage ordinaire, elles nous don- 
neront deux théorèmes qui seront l'extension aux systèmes 
quelconques des théorèmes analogues relatifs à la dynamique 
du point matériel, et il est clair qu'on les aurait obtenues en 
ajoutant, membre à membre, les équations qui résultent de 
l'application de ces théorèmes à chacun des points matériels 
du système et remarquant que les forces intérieures dispa- 
raissent dans la somme. La méthode précédente a l'avantage 
démontrer que les six équations fournies par ces deux théo- 
rèmes sont les seules qui soient toujours indépendantes des 
forces intérieures, quels que soient les systèmes auxquels on 
en fasse l'application. 

Les quantités de mouvement et les impulsions élémen- 
taires sont des grandeurs géométriques, comme les vitesses 
elles forces auxquelles elles sont respectivement proportion- 
ûelles : or les propriétés établies en Statique, relativement 
aux forces, appliquées à un solide invariable, se rapportent 
en réalité à des droites disposées d'une manière quelconque 
^ans l'espace, pourvu que, sur chacune de ces droites, on ait 
porté une certaine longueur, à laquelle soit affecté un sens 
parfaitement déterminé. 

Cela posé, si l'on considère une origine fixe quelconque, 
et qu'on construise, relativement à cette origine {Jig, i3) : 
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!<" La résultante de translation OF, et l'axe OK du couple 
résultant des forces extérieures; 

2<* Les droites analogues OR et OG, qui correspondent aax 
quantités de mouvement des divers points du système, traitées 
absolument comme les lignes qui représentent les forces (*), 

Fig. i3. 




on pourra donner un énoncé géométrique élégant des équa- 
tions telles que (3) et (4). 

Soient X, Y, Z; L, M, N les projections sur les trois axes 
de la résultante OF et de l'axe OK : les sommes lémvxy ^^^r' 
ne sont autre chose que les projections de la ligne OR, résul- 
tante de translation des quantités de mouvement. Si donc on 
applique les équations telles que (3) à un élément de temps 
infiniment petit, et qu'on divise les deux membres par cet élé- 
ment dty on aura 



<5) 




= X, 



= Y, 



= Z. 



(*) Quand les divers points d'un système au repos sont soumis brusquemeïi* 
il des forces très grandes, qui leur communiquent en un temps très court d^* 
quantités de mouvement finies, on voit, en faisant u =.0 dans les équations ( ^ ' 
et (4)j que : 

Théorème. — Les quantités de mouvement Jînies acquises par tous *^' 
points du sj'stème, pendant un temps très court, forment un système de droiC^ 
équivalent aux percussions subies par les points (m ). 
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juations veulent dire que la vitesse du point R est 
tée en grandeur et en direction par la force OF. 
OR représente précisément la quantité de mouve- 
la masse entière, concentrée au centre de gravité (*), 
at qui précède est une conséquence évidente du théo- 
vertu duquel OF est le produit de la masse M par 
ation totale du centre de gravité et de la définition 
en Cinématique de Taccélération totale. Le théorème 
nservation du mouvement du centre de gravité est 
Impression la plus simple des équations relatives aux 
)ns des quantités de mouvement et des impulsions. 



les relatifs aux moments des quantités de m,ouvement 

et des im,pulsions. 

;s les règles de la composition des couples, la somme 
nents des quantités de mouvement des points (/n), 
)ort à un axe quelconque, est la projection, sur cet 
la droite OG; on a donc 



\ 



lidV^ymv = Gy, 
201I,mi^=zG.. 



troduisant ces valeurs dans les équations telles que (4) 
entiant par rapport au temps, il vient 



dGjc 
dt 


— L 


Kj;, 


d^y 

dt 


-M 


Ky, 


dG, 
^ i. 


— N 


K-; 



conclut de cette remarque évidente que : 

ÈMK. — La 'Vitesse du centre de gravité d'un système quelconque est 
à la résultante de translation des quantités de mouvement des divers 
!< système. 
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ce qui signifie que la droite OK représente en grandeur 
direction la vitesse dont est animé le point G. Donc : 

Théorème I. — Si l'on considère, pour' un point fixe i 
conque, l'axe du couple résultant des quantités de mouve> 
des diçers points d'un système matériel donné, et Vax 
couple résultant des forces qui agissent sur le système, ce 
nier représente en grandeur et en direction la vitesi 
V extrémité du premier. 

Comme les forces extérieures sont équivalentes aux fc 
d'inertie prises en sens contraire, on peut énoncer ce rés 
sous la forme suivante : 

Théorème II. — L'axe du couple résultant des forces d\ 
tie d'un système matériel, transportées en un point 
quelconque^ est égal et directement opposé à la vitess 
l'extrémité de l'axe du couple résultant des quantité 
mouvement, transportées au même point. 

Ainsi que nous Tavons fait dans le cas d'un point li 
cherchons les cas qui présentent un intérêt spécial, par î 
de certaines conditions auxquelles satisfont les force! 
système. 

Théorème de la conservation des aires. 

Le premier cas que nous étudierons est celui où la soi: 
des moments des forces extérieures autour d'un certain 
est constamment nulle. Alors, si Ton prend cet axe pour 
des z ifig, i4), la ligne OK ne sortira pas du plan des xy 
le point G se mouvra parallèlement à ce plan et la projec 
de OG sur Taxe des z restera constante. Donc : 

Théorème IIÏ. — Quand le plan du couple résultant 
forces extérieures, considéré par rapport à un certain poi 
et pour une époque t quelconque, renferme constamment 
droite fixe Oz, la somme des moments des quantités de n 
vement par rapport à cette droite reste constante. 

(') Ou bien, ce qui revient au même, le couple résultant des forces extérii 
passe constamment par la droite Oz. 
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Cest le théorème de la conservation des moments. 
On peut introduire dans cet énoncé la notion des aires dé- 
crites par les projections des points (m) sur le plan des xy. 

Fig. 14. 




En effet, nous avons vu que le moment de la quantité de 
mouvement d'un point par rapport à un axe n'est autre chose 
que le double produit de la masse du point par la vitesse 
aréolaire de la projection fx de ce point sur un plan perpendi- 
culaire à Taxe. Le théorème III nous apprend que, dans le 
cas qui nous occupe, la somme des produits de ce genre, 
étendue à tous les points du système matériel considéré, reste 
constante pendant toute la durée du mouvement. 
Si nous désignons par \ Taire qui correspond au point dont 

la masse est m, la vitesse aréolaire correspondante est -7-; 
on a donc 



2 






OU en faisant, pour abréger, A ~ 2/nX, 



(8) 



dX 

dt 



:=C. 



L'intégrale de cette équation est 

(9) AmiC^ 

6t l'on peut énoncer le théorème de la conservation des mo- 
^Ws de la manière suivante : 

Théorème. — Quand la somme des moments des forces 
III. 6 
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agissant sur un système de corps quelconques est nulle par 
rapport à un certain axe fixe, la somme des produits des 
différents points du systèm,e par les aires que décrivent, pen- 
dant un temps quelconque t, les rayons vecteurs menés à ces 
points et projetés sur un plan perpendiculaire à l'axe, croit 
proportionnellement au temps t. 

Tel est le théorème de la conservation des aires. 

Dans le cas plus particulier où la somme des moments des 
forces extérieures est nulle pour tous les axes passant par un 
point fixe de l'espace, c'est-à-dire dans le cas où toutes les 
forces extérieures du système regardé comme invariable ont 
une résultante qui passe par un point fixe, le théorème existe 
pour tous les axes passant par le point, et en particulier pour 
trois axes rectangulaires fixes 0^, 0/, 0^. On a ainsi trois 
équations 

(lo) \m-^ÇJl, 

\ \"^CJ't. 

Enfin, si les forces extérieures ont une résultante nulle, les 
équations données par le principe des aires auront lieu pour 
tous les points de Tespace (M- 



( • ) Lors donc qu'un système de points ou de corps, libres ou liés entre eux» 
est sollicité par des forces qui se détruiraient si le système était rigide (ou du 
moins qui n'auraient d'autre effet que de développer des tensions ou pressions 
dans les lions réels ou fictifs des diverses parties de ce système), ces forces 
produiront certains mouvements intérieurs; mais on a toujours les propriétés 
suivantes : 

1" La somme des quantités de mouvement, estimées suivant une directiO'^ 
fixe, est constante; 

2° Le centre de gravité du système se meut uniformément dans la direction 
de la résultante de translation des quantités de mouvement ; 

3» Rn/in la somme des moments de ces quantités de mouvement par rapport 
à une droite fixe quelconque est constante. 

Ce qu'on peut aussi énoncer : 

La somme des aires décritts par les différents points du système, m'iltipl'^^^ 
respectivement par les masses des points correspondants ^ prise à un inst^^ 
quelconque et pendant un temps infiniment petit, est constante. 
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Application du théorème de la conservation des aires. 

Le théorème de la conservation des aires, joint à celui qui 
si relatif à la conservation du centre de gravité, nous apprend 
uels sont les phénomènes qui, dans le mouvement d'un 
ystème quelconque, sont uniquement dépendants des forces 
xtérieures. On peut tirer de notre nouveau théorème des 
onséquences du même genre que celles que nous avons dé- 
veloppées dans le paragraphe précédent. 

Ainsi, l'explosion qui brise un corps, non seulement n'a 
mcune action sur le mouvement du centre de gravité, mais, 
le plus, si ce corps est animé d'un mouvement de rotation, 
;e qui a lieu pour toutes les planètes connues, la somme des 
lires décrites par tous les éclats, multipliées par leurs masses 
ît projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe, conserve la 
ïiême valeur qu'avant le cataclysme. 

La Terre est animée d'un mouvement de rotation, en vertu 
luquel la somme que nous avons désignée par A acquiert une 
îerlaine valeur, pendant un temps déterminé. Si la tempéra- 
ure moyenne du globe vient à baisser, il éprouve une dimi- 
nution de volume et chacune des aires qui figurent dans la 
iomme A s'accroîtrait dans un temps donné d'une quantité 
ïioindre, si la vitesse angulaire du mouvement de la Terre 
estait constante. Cette remarque établit une relation curieuse 
-ntre la température de la Terre et la durée du jour sidéral. 

Enfin les êtres animés doivent également se soumettre aux 
êgles qu'on déduit du principe des aires, dans les mouve- 
ments qu'ils veulent imprimer aux diverses parties de leurs 
iorps (*). « Un homme isolé dans l'espace, soustrait à l'action 
le toute force extérieure et supposé en repos, cet homme, 
lis-je, non seulement ne pourra pas déplacer son centre de 
jfavité, mais encore il ne lui sera pas possible de donner à 
^on corps un mouvement de rotation autour de ce point. En 
^ffet, de quelque manière qu'il fasse jouer ses muscles, il ne 
peut développer que des forces intérieures; et l'absence de 
^ouie force extérieure entraîne, comme conséquence, que la 

(') Delaunay, Traité de Mécanique rationnelle. Citation libre. 
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somme des aires décrites, en projection sur un plan quel- 
conque passant par son centre de gravité, par les rayons vec- 
teurs émanés de ce point, conserVe constamment la même 
valeur. Donc celte somme d'aires doit rester constamment 
nulle, puisqu'elle Tétait tout d'abord en vertu de l'hypothèse 
que nous faisons, que l'être animé dont il s'agit était prinoi- 
tivement immobile. Ainsi, lorsqu'il fait mouvoir certaines 
parties de son corps de telle manière que la somme des aires 
qui leur correspondent, en projection sur un certain plantait 
une valeur positive, il y a nécessairement d'autres parties du 
corps qui se meuvent en même temps dans un autre sens, de 
manière à fournir une somme d'aires négative sur le même 
plan, la somme totale des aires relative à toutes les parties 
du corps restant égale à zéro. 

» Lorsqu'un danseur, s'appuyant sur le sol par la pointe 
d'un seul pied, veut se donner un mouvement de rotation 
autour de la verticale passant par son centre de gravité, il ne 
peut pas produire ce mouvement par la seule action de ses 
forces musculaires, parce que ces forces, qui sont intérieures, 
ne peuvent pas faire que la somme des aires décrites autour 
de la verticale du centre de gravité passe d'une valeur nulle 
à une valeur différente de zéro. Si le danseur veut pirouetter 
vers la gauche, la partie inférieure tend à tourner vers la 
droite; mais ce dernier mouvement ne pouvant se faire que 
par un glissement des diverses parties du pied sur le sol, il en 
résulte qu'il se développe un frottement en chacun des points 
d'appui. Or ces frottements sont des forces extérieures pour 
lesquelles la somme des moments par rapport à la verticale 
menée par le centre de gravité n'est pas nulle; de sorte que, 
par suite de l'action de ces forces extérieures, le corps du 
danseur peut prendre un mouvement de rotation autour de 13 
verticale. Lorsqu'il a tourné un peu de cette manière, sans 
que son pied cesse de toucher le sol, il se soulève brusque-" 
ment pour faire disparaître la torsion de son corps, et, en 
répétant plusieurs fois de suite la même manœuvre, il pa^"^ • 
vient à se donner un mouvement de rotation assez rapide. S^ 
le danseur était sur un sol très glissant, ou bien s'il ne s'ap' 
puyait sur le sol que par un seul point, il lui serait impossible 
de tourner sur lui-même, comme nous venons de le dire. ^ 
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Plan du maximum des aires. 

Les quantités 

d\ dA' dA" 

dt dt dt 

sont proportionnelles aux sommes des moments des quantités 
de mouvement de tous les points du système, pris à un instant 
donné par rapport à trois axes rectangulaires fixes; ou, si Ton 
\eut, proportionnelles aux projections de la ligne OG sur ces 
mêmes axes {fig. i3 et i4). 

Écrire que ces trois projections sont constantes, c'est dire 
que la grandeur de Taxe du couple résultant des quantités de 
mouvement, ainsi que la direction du plan du couple, sont 
invariables pendant toute la durée du mouvement. 

Ce plan du couple résultant jouit de cette propriété, que la 
somme des moments des quantités de mouvement est un 
maximum autour de la perpendiculaire à ce plan; ou, ce qui 
revient au même, c'est sur ce plan que la somme des produits 
des masses par les projections des aires est un maximum. 
C'est le plan du maximum des aires. 

On peut toujours déterminer, à un instant donné, les coor- 
données de ce plan d'après la définition précédente, indépen- 
damment de toute hypothèse faite sur les forces extérieures. 

Pour cela, considérons l'une de nos aires élémentaires, 
décrite par le rayon vecteur allant de l'origine au point dont 
la masse est m; désignons par dl, d\'y dk" les projections de 
cette aire sur les trois plans coordonnés, par da la projection 
de la même aire sur un plan P, faisant respectivement les 
angles a, (3, y avec les trois plans coordonnés. 

Les formules connues donnent 

^a — c?X cos a -H û?A' cos (3 -f- <iX'' cos y ; 

multiplions par m, et faisons la somme des quantités ana- 
logues pour tous les points du système, il vient 

(n) 2m<ia = û?Acosa -h ^A'cosp -\-dA" cosy. 

Soit dk une aire plane dont les projections sur les trois 
plans coordonnés aient pour valeurs respectives dAy dA\ dA". 
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Si nous désignons par/?, ^, r les angles que le plan de cett(^ 
aire fait avec les trois plans coordonnés, nous aurons 

!dX =<iAcos/?, 
^A' r=z^AcOS(/, 
^A'^ =::^Acosr; 

et par suite, la somme des projections des aires élémentaires ^ 
répondant aux points matériels que nous considérons sur le 
plan P sera 

(i3) Iimda=: dk{cos<xcosp -h cos[3 cos^ -f-cosycosr). 

La quantité entre parenthèses n'est autre chose que le cosi- 
nus de Tangle compris entre le plan P et le plan de Taire ^A. 
Il suit de là que la somme des produits des aires projetées par 
les masses correspondantes est un maximum quand on prend 
le plan de Taire dA pour plan de projection, c'est-à-dire quand 

on a 

a = /?, (3 = ^, y-- r\ 



Or les équations (12) donnent 

d\^ — dA^ 4- dA'^ 4- dA'\ 

dA 



par suite 



cosp- 



(i4) 1 COS7 



COS/' 



sJdÀ''-\-dA'^-\-dA!'^ 
dA' 

V/^À"* 4^Â^2 ^ ^^//2 

dA" 

v/d'A^T^Â'Ml^Â^s 



Ces cosinus définissent la direction du plan du maximum 
des aires. Si le théorème a lieu, c'est-à-dire si Ton a 

dA z=z C dt, 
dA' — C dt, 
dA" = C" dt, 

il arrive que t disparaît des expressions (9); les cosinus sont 
des constantes, et le plan du maximum des aires conserve 
une direction invariable pendant le mouvement. 
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§ IX. — Théorème des forges vîtes. 

Nous avons démontré, dans la quatrième Section de cet Ou- 
age, que le demi-accroissement de force vive d'un système 
atériel quelconque, pendant un temps arbitraire, est égal à 
somme des travaux, pendant le même temps, de toutes les 
rces qui agissent sur les divers points de ce système. 
On a ainsi l'équation 

'■= ITF 4- IT/ 

ins laquelle on voit que figurent en général les forces inté- 
eures (*). 

Intégrale des forces vii^es. — Quand la somme des travaux 
émentaires des forces, tant intérieures qu'extérieures, est 



( * ) Nous avons vu que la somme des travaux des forces intérieures d'un sys- 
me quelconque est une somme d'intégrales de la forme ffdlj f étant Tinten- 
té d'une des forces intérieures, et dl la variation de distance des points dont 
Lction mutuelle est /. 

Il sait de là que les forces intérieures ne disparaissent de Téquation des forces 
ives que dans des cas très particuliers, parmi lesquels nous avons distingué 
n* Partie, Statique, p. 166) trois cas qui correspondent à un solide invariable, 

un fluide incompressible et à un corps doué d'une élasticité parfaite. Il faut 
opposer, pour les corps de cette dernière catégorie, qu'on applique le théorème 
• on iQter>'alle de temps tel que le corps, à l'instant final, soit revenu exacte- 
lient à son état initial. Alors, en vertu même de la définition de l'élasticité 
>vfaite, les forces intérieures, qui avsfiont développé un certain travail pendant 
[ue le corps subissait une déformation, développent un travail précisément égal 
tde signe contraire, tandis que le corps revient à sa forme primitive, de sorte 
[ue chaque intégrale de la forme 

ffdl 

^'est plus nulle, élément par élément comme dans les cas précédents, mais se 
roQTe égale à zéro, grâce aux limites choisies. 

11 ne sera peut-ôtre pas inutile, à ce propos, de signaler Terreur suivante, qui 
peut embarrasser quelques instants quand on ne fait pas bien attention à la 
véritable signification des symboles analytiques. 

Dans le cas particulier où Ton donne aux différents points matériels d'un 
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la différentielle exacte d'une fonction V des coordonnées des 
divers points mobiles, Téquation (i).peut s'écrire 

(2) l^mç^-l^m^l-y - Vo. 



système des mouyements compatibles avec les liaisons du système, le théorème 
de d'Alembert fournit Téquation 

^[(x-.S)8..(Y_.g)8,.(z_,„g)s,]=o. 

OÙ les forces intérieures n'entrent pas. Mais, parmi tous les déplacements com- 
patibles avec les liaisons du système, il semble qu'on puisse choisir en première 
ligne celui qu'il prend réellement, c'est-à-dire qu'on puisse remplacer, dans 
l'équation précédente, 6a:, Bjj 6z respectivement par dx, dy^ dz. L'éqaatioD 
prend ainsi la forme 

-et l'on voit qu'elle ne contient pas de trace des forces intérieures. 

Voici quel est le vice du raisonnement précédent. Dire qu'un ensemble donné 
de déplacements virtuels, représenté d'une manière générale par 5j:, Sj, 5«, 
est compatible avec les liaisons du système, c'est dire que la différentielle de 
«hacune des équations de condition 

?,(^, J» z, r) = o 

est nulle quand on donne aux coordonnées a;, j, z les accroissements 8j7, 8/, Sr, 
«t qu'on laisse t constant. En effet, on écrit en définitive des équations d'éqni- 
libre, et, pour cet équilibre, les liaisons doivent être considérées telles qu'elles 
sont à l'instant que l'on considère ; on doit donc avoir 

Or les déplacements dx^ dy^ dz ne satisfont pas en général à cette équation, 
parce que la relation 

n'est satisfaite par les valeurs x -f- dx^ y -\- dy, z -h dz qu'à la condition d j 
faire aussi varier t de son accroissement de^ et alors on doit avoir 

Les deux équations ( 3 ) et ( 4 ) ne sont compatibles que si -—^ = o, c'est' 

à-dire si le temps n'entre pas explicitement dans les équations de liaison. C'©^ 
le seul cas où les forces extérieures disparaissent de l'équation des forces viv^^ 
(cette équation étant considérée d'une manière générale, et non plus com*^ 
dans les cas des corps élastiques, appliquée entre deux limites choisies partie^ 
lièrement). 
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'^ l'orme, elle constitue une intégrale du pro- 

«' *l<.»s forces vives a une importance toute parti- 

iii distingue de toutes les autres intégrales, aussi 

il Mécanique rationnelle que dans la Mécanique 

"'M\ Les problèmes pour lesquels Tintégrale des forces 

-.1 lieu sont les seuls dont s'occupe la Mécanique analy- 

: ils comprennent tous ceux qui sont relatifs au système 

lijonde. En effet, quand la force qui s'exerce entre deux 

"K, (ixos ou mobiles, dépend uniquement de la distancer 

- lieux points, la somme des travaux de l'action et de la 

"Il })our des déplacements élémentaires quelconques 

.oints considérés a pour expression /(r)^/-, quantité qui 

;t différentielle exacte d'une certaine fonction (^{r). 

l'ri/icipe de la conservation des forces vives, — Quand la 

M!ni(» (les travaux de toutes les forces agissant sur le sys- 

UK* (^st constamment nulle, la force vive reste invariable 

pondant le mouvement; le système conserve sa force vive. 

Stabilité de Véquilibre des systèmes pesants. 

Le théorème des forces vives peut nous rendre compte des 
conditions de la stabilité de l'équilibre d'un système pesant à 
liaisons. Nous avons vu qu'un système de ce genre est en 
t'iiiilibre lorsque son centre de gravité ne sort pas du plan 
î- îizorital qui le contenait tout d'abord, quel que soit le dé- 
l'IiKciiient infiniment petit, et compatible avec les liaisons, 
M'ie l'on attribue au système. Admettons maintenant que l'on 
•l»nne au système un déplacement fini, mais très petit, et 
'Hijonrs compatible avec les liaisons, et que, quel que soit 
«c déidacement fini, le centre de gravité du système s'élève 
toujours au-dessus de sa position d'équilibre; je dis que, dans 
c^Mas, l'équilibre du système est stablc^ons allons voir, en 
< û< t, à l'aide du théorème des forces vives, que, si l'on aban- 
'loniio à lui-même le système très peu dérangé de sa position 

1 équilibre, l'action de la pesanteur tendra toujours à le rap- 

l'iocher de celte position. 
Pour établir cette proposition, nous remarquerons d'abord 

W le système matériel dont il s'agit ne peut pas rester im- 
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la différonliello gxjh h- .lu ■ ■": ^^» lui a donnée, poum 

divers points inobil.-. I .•.-- •"!»'••'* '^ ^^ ^^ sterne soit suffi- 
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pilihlcs îu«'i' 11". Il' 

li.i^no rriui .1"'» 1" • : • ■'■'' '*'* *^ pesanteur, et par conse- 

r.Miuiitii'i: II...... .;ii' force vive. Or sa force vive ne 

|,r. n<i aiiîM 1 ' , jm» Ja somuio des travaux des 

jin-es est positive; d'un autre côté, 
• ' loi» '. .. • 1 . , ijiijlacer les liaisons ne fournissent 

^'*" ' '■" ' -uninie de travaux; il en résulte que, 

: , . i»ioiid le système matériel abandonné 

. . ,i c'ié (léranjré de sa position d'équi- 

ju'>anteur doit être positif. Mais nous 

I jr même ipie si la masse entière du 

.-,• m son centre de srravité; donc, dans 

. .ij^il, re centre de irravi té ne peut que 
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:i.ili»i-'ue lierait voir qu'au contraire, dans 
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« I 
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. i iiiilideront quand, par suite d'inidé- 
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^*?*moQte, il tend à revenir à sa position première, mais 
ne savons pas s'il restera dans le voisinage de cette po- 
II, comme la stabilité l'exige, ou s'il ne la dépassera pas 
s'en écarter ensuite d'une manière notable, en vertu de 
rce vive acquise. Prouver que l'équilibre est stable, c'est 
lip qu'on peut toujours écarter assez peu le système de 
>sîtion d'équilibre, dans le sens que l'on voudra, pour que 
>rce vive du système abandonné à lui-même reste con- 
iment très peiite. Pour le développement de cette ques- 
intéressante, je renverrai à un beau Mémoire de M. Di- 
let {Journal de Crelle, t. 32, p. 85). 

— Extension au cas des mouvements relatifs des théorèmes 

GÉNÉRAUX sur LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS. 

es théorèmes généraux que nous venons de démontrer, 
i que toutes les conséquences que nous en avons déduites, 

applicables au mouvement d'un système matériel par 
)ort à des axes coordonnés mobiles, pourvu qu'on n'ou- 

pas de joindre aux forces réelles les forces apparentes 
permettent de traiter le mouvement relatif de chacun des 
its du système comme un mouvement absolu. Ces forces 
irentes sont, comme on sait, au nombre de deux pour 
jue point : l'une est la force d'inertie correspondant au 
ivement d'entraînement, l'autre est la force centrifuge 
posée (*). 

ans le cas où les axes mobiles, auxquels on rapporte le 
ivement du système matériel, se meuvent parallèlement 
ix-mêmes, les forces centrifuges composées sont toutes 
es; les forces apparentes se réduisent donc aux forces 
ertie, qui correspondent au mouvement d'entraînement, 
în outre, le mouvement de translation des axes est recti- 
e et uniforme, ces forces d'inertie sont également nulles; 
théorèmes généraux s'appliquent donc au mouvement 

) Nous avons déjà fait observer que, dans Tapplication du théorème des 
!8 vives aux mouvements relatifs, les forces centrifuges composées dispa- 
wdX d'elles-mêmes, chacune d'elles étant dirigée perpendiculairement à la 
»e relative du point auquel elle est appliquée. 
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relatif, dans ce cas, exactement de la même manière qu'ils 
s'appliquent au mouvement absolu, sans qu'on ait besoin de 
joindre aucune force apparente aux forces qui agissent réelle- 
ment sur le système. 

Mouvement d'un système matériel par rapport à des axes 
de direction constante passant par le centre de gravité. 

Voici maintenant comment on applique les théories précé- 
dentes à l'étude du mouvement d'un système quelconque de 
points matériels : on commence par étudier le mouvement 
du centre de gravité, mouvement qui est déterminé quand on 
connaît les forces extérieures qui agissent sur le système; 
puis on applique à ce point des axes de direction constante, 
et l'on cherche quel est le mouvement du système par rapport 
à ces axes, liés au centre de gravité. 

Remarquons d'abord que, géométriquement, toutes les 
forces d'inertie se réduisent à une seule qui passe à l'origine. 
En effet, ces forces sont parallèles et de sens contraire à l'ac- 
célération totale du mouvement absolu du centre de gravité 
du système, et la grandeur de chacune d'elles s'obtient en mul- 
tipliant la masse du point auquel on la suppose appliquée par 
cette accélération totale du centre de gravité. Donc ces forces, 
qui sont parallèles et proportionnelles aux masses, se compo- 
sent comme des poids, et, géométriquement, elles ont une 
résultante qui leur est parallèle, égale à leur somme, et qui 
passe parle centre de gravité des divers points d'application. 

Si ces points formaient un solide invariable, on pourrait 
remplacer toutes les forces d'inertie parleur résultante, sup- 
primer cette dernière, qui se trouve appliquée à un point fixe, 
dans le mouvement relatif. Pour un système quelconque, on 
ne peut remplacer les forces d'inertie par leur résultante, 
parce que chacune d'elles a une action spéciale au poiD^ 
auquel elle est appliquée, mais il est évident que la somme 
des moments de ces forces par rapport à un axe quelconque 
passant par l'origine est toujours nulle, puisque ces sommes 
de moments sont des quantités géométriques, dans le calcu 
desquelles la constitution du corps n'intervient pas. On con- 
clut de là que, dans le cas particulier où les forces réelles 
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composées comme si elles agissaient sur un solide invariable, 
)nt une résultante nulle ou passant par le centre de gra- 
irité (*)> le théorème des aires a lieu dans le mouvement 
relatif dont nous nous occupons, malgré la mobilité du point 
pris pour origine des rayons vecteurs menés aux divers points 
matériels du système. Le plan du maximum des aires conserve 
une direction constante dans l'espace, et la somme des aires 
projetées sur ce plan, à partir d'une époque fixe quelconque, 
augmente proportionnellement au temps. 

C'est en appliquant ce qui précède au mouvement de notre 
système planétaire que Laplace a été conduit à considérer le 
plan du maximum des aires correspondant au centre de gra- 
vité, dans le mouvement de ce système, par rapport à des 
axes de direction constante menés par ce point, plan auquel 
il a donné le nom de plan invariable, et quil a proposé de 
prendre pour plan fixe dans Tétude du mouvement des divers 
astres. On obtient ainsi un plan qui reste constamment paral- 
lèle à lui-même, bien qu'on ne connaisse aucun point fixe. 
Il y a plus, si le système solaire tout entier était soumis à 
l'action d'un point assez éloigné de ce système pour que les 
différents corps qui en font partie puissent être regardés 
comme situés à la même dislance de ce point, les actions 
exercées sur ces corps auraient une résultante géométrique 
passant au centre de gravité, et, par suite, le plan invariable 
subsisterait encore. 

Théorème des forces vives, — Le théorème des forces vives 
s'applique également au mouvement d'un système matériel 
par rapport à des axes de direction constante menés par son 
centre de gravité, sans qu'il soit besoin de joindre aucune 



(') Dans le cas où les forces extérieures satisfont aux conditions de l'équilibre, 
le théorème des aires a lieu indifféremment quand on prend pour origine soit un 
point fixe quelconque, soit le centre de gravité ou tout autre point animé d'un 
moQyement rectiligne et uniforme. 

Quand les forces ont une résultante qui passe au centre de gravité, le théo- 
rème est vrai Beulement pour le centre de gravité ou pour un point qu'on assujet- 
tirait à se trouver constamment sur la direction de la résultante des forces ou de 
l'accélération totale du centre de gravité. Cette condition est indispensable pour 
que la somme des moments des forces extérieures et celle des moments des forces 
d'inertie soient nulles. 
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force apparente aux forces qui agissent réellement sur le 
système. 

En eflTet, la somme des travaux des forces d'inertie peut être 
remplacée par le travail d'une force unique appliquée aa 
centre de gravité; par conséquent, cette somme de travaux 
est nulle dans le mouvement relatif que nous considérons, 
puisque le déplacement relatif du centre de gravité est con- 
stamment nul. 

Cela ne serait plus vrai si Ton prenait pour origine des axes 
un point mobile quelconque, à moins toutefois que ce point 
ne soit animé d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

Relation entre la force vive réelle et la force vive rapportée 
au centre de gravité, — En supposant toujours que l'origine 
mobile soit le centre de gravité du système, il existe une i 
relation très simple entre la force vive absolue et la force 
vive relative. Considérons un point quelconque M {fig. i5). 

Fig. i5. 



La vitesse absolue MA = V de ce point est la résultante delà 
vitesse du centre de gravité MB = r^, constante pour tous les 
points du système en grandeur et en direction, et de la vitesse 
relative BA == v^, et l'on a l'équation 



t'^ — Ve 4- Vl -f- 2(^er,.C0Sr^, Vr 



Multiplions les deux membres de cette équation par m, et 
faisons la somme de toutes les équations analogues, il vient, 
en n'oubliant pas que Ve est une constante pour tous les points 
du système, 



2 mV' =:Mrc-<-2/Wr*-H2 Ve^mVy COS Te, 



i';.. 



Remarquons que la somme qui multiplie 2(\., dans le der- 
nier terme de cette équation, est identiquement nulle; ei 
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3t, c'est la somme des produits qu'on obtient en multipliant 
masse de chaque point matériel par la projection de sa 
îsse relative sur la direction MB; or cette somme est égale 
i masse M, multipliée par la projection sur la même direc- 
1 de la vitesse relative du centre de gravité, laquelle 
;sse est nulle, 
^n a ainsi le résultat suivant : 

HÉORÈMB. — La force vive absolue d'un système quelconque 
égale à la force vive du même système dans un mouve- 
it relatif à trois axes animés de la vitesse du centre de 
vite, plus la force vive qu'aurait la masse totale, supposée 
centrée au centre de gravité. 

m calculerait, au moyen de ce théorème, la force vive de 
Terre, en tenant compte de son double mouvement de 
ition sur elle-même et de translation autour du Soleil. 
In corps, tel qu'un bateau ou une voiture, étant animé 
n mouvement lent de translation, on calcule le travail 
il faut pour l'arrêter, en faisant le produit de sa masse par 
carré de sa vitesse. Considérons au contraire un boulet 
ivant avec une vitesse apparente très faible, mais animé 

réalité d'un mouvement de rotation très rapide, qui 
lappe à nos yeux en vertu de sa rapidité même : sa force 
e réelle est bien supérieure à celle qu'on lui attribue, en 
tenant compte que de son mouvement de translation, et 
Q peut recevoir un choc violent en essayant imprudem- 
int de lui opposer un obstacle. 
]'est la même raison qui fait que Ton voit souvent une bille 

billard, arrivant presque morte à toucher une bande, 
rouver après le choc une vitesse notable, par suite d'une 
:re distribution de la force vive qui correspondait à son 
uvement de rotation. 
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CHAPITRE III. 

APPUCATIOXS DE LA THÉORIE A QUELQUES QUESTIONS 

DE MÉCANIQUE PRATIQUE. 



§ XL — Théorie du choc. 

La [)rf;mîére application que nous ferons se rapporte à Fane 
rJes théories les plus importantes de la Mécanique : celle da 
choc ries solides naturels. 

Définissons d'abord ce que Ton doit entendre par le choc. 
Deux corps sont en mouvement, et il résulte des lois indi- 
viduelles de leurs mouvements que ces corps devraient venir 
occuper au même instant une même portion de l'espace. 
C'est ce qui n'est pas possible, en vertu de ce qu'on appelle 
y impénétrahilUé de la matière. Aussi observe-t-on, dans le 
cas que nous avons supposé, des phénomènes particuliers, 
qui s'accomplissent dans un temps très court (non ioûni- 
ment court), temps pendant lequel les mouvements des deux 
solides éprouvent des modifications finies. 

(]es phénomènes sont connus sous le nom de choc. 

Pour se rendre un compte exact de ce qui se passe pendant 
le choc, il n'est pas nécessaire de doter la matière d'une pro- 
priété nouvelle et plus ou moins mystérieuse, qui, sous le 
nom i\' Impénétrabilité , empêche d'une manière absolue deux 
corps (liiïérents d'occuper simultanément une même portion 
(le l'espaccî. II suffit, pour faire rentrer le choc dans la classe 
(les piiénomènes dont l'étude fait l'objet, de la Dynamique, de 
supposer cpi'au moment où les deux corps considérés arrivent 
au contact géométrique, probablement même un peu avanli 
il se développes entre celles de leurs molécules qui sont suf- 
tisauunent voisines, des forcejf qui tendent à modifier les 
vilesscîs (les deux corps, de manière à les empêcher d'at- 
teindre au même instant un même point de l'espace. 
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u'est à ces forces moléculaires, dont Tintensilé est considé- 
)le, et dont en même temps la sphère d'action estextrême- 
înt petite, qu'on doit rattacher les phénomènes de la cohé- 
^n des corps solides, de la viscosité des corps liquides, etc. 
Ces forces étant des forces intérieures, par rapport au sys- 
me des deux corps, il en résulte que tous les théorèmes de 
ynamique dans lesquels ces forces intérieures n'entrent pas 
appliqueront sans altération aux deux corps avant comme 
près le choc. Quant aux forces extérieures qui agissent sur 
e système, leur effet pendant le choc peut être négligé, à 
»use du peu de durée du phénomène, dans les équations où 
3es forces entrent, soit par leurs impulsions, soit par les mo- 
ments de ces impulsions. 
En effet, considérons des intégrales telles que 

f¥dt ou fFpdly 

ians lesquelles entrent les forces extérieures F et leurs bras 
le levier/?, et concevons qu*on remplace F et/? par leurs va- 
eurs maxima respectives F, et /?i, pendant le temps Q que 
lure le choc, il est évident qu'on exagère ainsi les valeurs de 
ïes intégrales. Or les quantités qu'on obtient ainsi, 

FA F,pA 

iont tout à fait négligeables, parce que 9 est très petit et que 
^i^ipi ont des valeurs moyennes qui ne dépassent jamais 
îertaines limites très restreintes. 

Il résulte de là que la vitesse du centre de gravité des deux 
îorps sera la même après le choc qu'avant le choc, et que les 
sommes des projections et des moments des quantités de 
mouvement conserveront aussi les mêmes valeurs pour un 
système d'axes coordonnés quelconques. 

Considérons, au contraire, le théorème des forces vives; 

ûous pouvons encore ne pas tenir compte de l'effet des forces 

euérieures, qui consiste à introduire dans l'équation des 

I termes de la forme 

fFds; 

car, en raisonnant comme précédemment, nous voyons que 
Nielle expression est plus petite que Ficr, en appelant o- le dépla- 
cement très petit du point d'application pendant le temps (5, 

m. 7 
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et Fi la valeur maxima de la composante tangentielle F. Mais 
il faut se préoccuper du travail des forces intérieures, lequel 
est représenté par des intégrales de la forme 

Sfdl; 

dans le cas qui nous occupe, la force du choc /a une valeur 
très grande, d'autant plus grande que dl est plus petit, et, 
par suite, il y a compensation entre les deux facteurs : leur 
produit ne peut pas être négligé. Donc, dans le choc, il y a 
toujours altération de la force vive totale, eu égard au travail 
des déformations moléculaires. 

Le plan de cet Ouvrage ne comporte pas l'exposition de la 
théorie du choc dans toute sa généralité. Voulant seulement 
donner une idée de la manière dont on doit traiter les ques- 
tions de ce genre, nous nous bornerons à étudier le cas ie 
plus simple, celui du choc direct, et nous supposerons qu'il 
s'agisse de deux corps sphériques homogènes dont les dimen- 
sions importent peu, animés de mouvements de translation 
reclilignes et uniformes suivant la ligne qui joint leurs centres 
de figure {fig* 16). 

Fig. 16. 





«^'q 



Tout étant symétrique par rapport à cette ligne, il est évi- 
dent que les mouvements après le choc seront encore des 
translations dont la direction n'aura pas changé, et il n'y* 
qu'à déterminer les nouvelles vitesses des deux corps. 

Soient m et m' les masses de nos deux sphères, Tq, v'^ leurs 
vitesses respectives, que nous supposerons dirigées dans le 
même sens. Alors, pour qu'il y ait choc, on devra nécessaire' 
ment avoir 

Cela posé, les forces moléculaires dont nous avons parl^ 
tendent évidemment à diminuer la vitesse du corps (m), ^ 
augmenter la vitesse du corps {m'), et cela, tant que les vi-" 
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sses de ces deux corps ne seront pas rigoureusement égales ; 
faudra nécessairement qu'au bout d'un certain temps, tou- 
►urs très court, les deux corps se trouvent animés d'une 
lême vitesse V. 

Pour déterminer cette vitesse commune, nous applique- 
)ns le théorème des quantités de mouvement, projetées sur 
droite suivant laquelle se meuvent les centres des deux 
)rps. 

D'après les hypothèses que nous avons faites, le système 
îsdeux corps n'est soumis à aucune force extérieure; nous 
^ons d'ailleurs remarqué que l'impulsion de pareilles forces, 
i supposant qu'elles existassent, pourrait toujours être négli- 
ie pendant la courte durée du choc. Comme, de plus, les 
rces intérieures n'entrent pas dans l'équation des quantités 
j mouvement, nous concluons de là que la somme algébrique 
îs quantités de mouvement des deux solides conserve con- 
amment la même valeur. 

En égalant cette somme de quantités de mouvement, prise 
ant le choc, à ce qu'elle devient à l'instant où les deux 
lides ont une même vitesse V, on obtient la relation 

où l'on déduit 

. y _ mi\ 4- m' v\ 

ni -\- m' 

A partir de l'instant où les deux solides ont acquis la vitesse 
'Ommune V, les choses se passent de diverses manières, sui- 
?aDt la nature des solides. Les forces moléculaires, qui ont 
amené l'égalité de vitesse, n'ont pu se développer qu'autant 
que les solides ont éprouvé une certaine déformation dans le 
voisiaage de leur point de contact; ces solides se sont aplatis 
versée point, et leur aplatissement a augmenté tant que la 
vitesse de (m) était encore supérieure à celle de {m')y c'est-à- 
dire tant que le centre de gravité du premier corps se rappro- 
chait de celui du second. 

Or, si les corps (m) et {m') sont des corps parfaitement 
mous, qui, une fois qu'on leur a fait subir une déformation, 
ne tendent en aucune façon à revenir aux formes qu'ils avaient 
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d*abord, il est clair que deux corps de cette nature cessent de 
réagir Tun sur Tantre, à partir de l'instant où leurs vitesses 
sont devenues égales; et, par conséquent, ils continuent à se 
mouvoir ensemble, avec la vitesse commune V, que nous 
venons de calculer. 

Les choses ne se passent pas de la même manière lorsqu'il 
s'agit de corps élastiques, et le choc n'est pas terminé au mo- 
ment où les deux corps possèdent une vitesse commune. En 
effet, l'aplatissement des deux solides tend à disparaître, et 
ils continuent à réagir l'un sur l'autre, en vertu de cette ten- 
dance, après que leurs vitesses sont devenues égales. La vi- 
tesse de (m) est encore diminuée, et celle de (m') augmentée, 
de sorte que, au bout d'un nouvel intervalle de temps très 
court, les deux corps se séparent en vertu de l'inégalité de 
leurs vitesses finales. 

Si les réactions qui se développent pendant cette seconde 
partie du choc ont les mêmes valeurs que celles qui s'étaient 
développées pendant la première partie, c'est-à-dire si le choc 
présente une symétrie complète de part et d'autre de l'instant 
qui correspond à la plus grande déformation des deux corps, 
on dit que ces corps sont parfaitement élastiques. Dans ce 
cas, la vitesse du corps (m), qui a déjà diminué de v^ — Vpen- 
dant la première partie du choc, diminue encore de la même 
quantité pendant la seconde partie, et, de même, la vitesse du 
corps (m'), qui s'est accrue de V — (^^ pendant la première 
partie, s'accroît encore d'autant pendant la seconde partie. 

Ou a donc, en désignant par v et v* les vitesses des deu>^ 
corps (m) et (m') au moment où ils se séparent l'un d^ 
l'autre, 



( ' ) On tire des équations ( 3 ) 



^=»'o 



équation indépendante des masses, qui nous apprend que la vitesse relative 
*'o ~ *'« ^^ corps choquant par rapport au corps choqué a conservé la mêm^ 
valeur et change simplement de signe après le choc ; il y a eu réflexion relati»^ 
de Tun des corps sur Tautre. 
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l'où, en substituant la valeur de V, 

('o ( m — m' ) -h 2 m' pJ, 
I ^ — 

;4) 



m -t- m' 



m 4- m' 

Voyons ce que deviennent ces équations dans quelques cas 
particuliers. 
Supposons d'abord les deux masses égales, on a 

es deux corps ont échangé leurs vitesses. 

Supposons que le corps choqué soit en repos avant le choc, 
c'est-à-dire faisons 1^0 = 0. On aura 

Ini — m' 
^' "^ ^ 

j ^0 



V'— . i>a. 



m -r- m' 



La vitesse v' du corps choqué est toujours positive, mais il 
n'en est pas de même de v : elle est positive, négative ou 
nulle, selon que Ton a 

m >> m'y m <; m' ou m = m', 

Dans le premier cas, le corps choquant continue à se mou- 
voir dans le même sens; dans le second cas, il revient sur ses 
pas; enfin, dans le troisième, il reste en repos en communi- 
quant sa vitesse au corps choqué (ce qui résulte également 
de la loi de l'échange des vitesses, dans le cas de Tégalité des 
niasses). 

Supposons enfin que le corps choqué soit remplacé par un 
plan inébranlable en repos, c'est-à-dire faisons (^0 = 0, et 
''l'^oo, il viendra 



(7) 



t' ^=0, ^' = — V^ 



Le corps choquant a pris, en sens contraire, la vitesse qu'il 
possédait avant le choc; c'est une conséquence de la loi de la 
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i. \-, Il Niiii tlo là qu'un corps parfaitement élas- 
• !!:>. r II 110 oertaine hauteur sur un pi a o horizontal 
. . I .1 la uKMuo liauteur d'où il est toaibé. 
■ i M'^iiltal poruiet d'expliquer ce qui se passedans 

• ln|ilt*. 

'../..i. Considérons une bille élastique, animée 
»• r », l'L vouant frapper obliquement un planiné- 



iii;i ■/.,'. i^ ^. 



Fig. 17. 



^ 



I», . oiiijM».>uu> la vilcsse ^^ en deux, Tune r^ normale au 
, 1 ..I I aiili-o 1'^ parallèle il ce plan. Ceci posé, rapporlonsle 
.....uMimuii à U'ois axes, animAs d'une translation recliligne 
. I imiluiuio a\ec la vitesse i/. Le mouvement relatif delà 
i.iil. rlliM-liiera avec la vitesse v„, et, conformément à notre 
\\x. ...h-, la bille possédera après le choc, dans son mouve- 
I... iii H l.jiir, une vitesse égale et directement opposée à iV 
I .111 .uoii >a vitesse absolue, il faut composer sa vitesse rela- 
I. ..Mi hi ^ilc'^^(* d'entraînement c^. On obtient ainsi, pour 

n...i..llt viic^sc v', la deuxième diagonale du reclaugle 
I j.. . -.[i iiiiii. Or les deux diagonales d'un rectangle sont 

.1. .1 iiivrivcnieut inclinées sur les côtés de ce rectangle. 

* . I li: pliéiinnièiie du ricochet. 

I .1* \ï\ «as ipie nous venons de considérer, et quiserap- 

, .1 i.i. I un a (les corps entièrement dépourvus d'élasticité, 

i II.. ;. «I« .^ ( (»rps [jarfaitemerit élastiques, doivent être con- 

. i> I ' <Miiiin- (les limites extrêmes entre lesquelles tous les 

.) I- l.t iiiilure se trouvent compris. 

' ' f- '/« /ni ce rii'c dans le choc des solides naturels, 

- .. il i'»i. d.ilMird l(^ cas de deux corps mous. Au moyc^^ 
i II' Miml.. ipii donne la vitesse tlnale commune V, il e^^ 
I il i ' «lin I l.i p(^rl(i de force vive qui résulte du trava* 

I l>.i • • •!< ( \nn'. 
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Pour simplifier le calcul, nous remarquerons que le travail 
;s forces intérieures, telles que celles qui se développent 
ms le choc, ne dépend que du mouvement relatif des deux 
)rps. En effet, l'expression du travail de deux de ces forces 
siffdly et ne dépend, par conséquent, que de la distance /de 
urs points d'application, c'est-à-dire du mouvement relatif 
3 l'un des corps par rapport à l'autre. Nous pouvons donc 
ipposer l'un des corps en repos et l'autre animé d'une 
lesse w^o égale à la vitesse (-o — ^é* Nous aurons alors, pour 
vitesse commune après le choc, 

W = ■ -, Wq. 

m •+- m' 

force vive avant le choc était égale à mwl ; après le choc, 
e est devenue égale à (m -h m')W*; donc la perte de force 
e est 

m* 

P'J — (m -\- m')W^ =: niivl — {m 4- m') j-z «^J 

, - m \ t ^' 



0= 



'^ ^ m -^m' J ^ m-i- m' 



]ette quantité étant essentiellement positive, il y a toujours 
B perte de force vive, perte qui représente en valeur absolue 
louble du travail négatif des forces intérieures. En rempla- 
it Wq par sa valeur, on a 



-v/rf/=^"^'<"''-r»^'. 



m -h m 

Théorème de CarnoL, — On peut donner une autre expres- 
n de la perte de force vive qui se produit dans le choc des 
T[)s mous. On arrive encore à cette expression en s'ap- 
yant sur ce que la force vive perdue dépend uniquement du 
)uvement relatif des deux corps, et en rapportant les mou- 
ments de ces corps à des axes mobiles avec la vitesse 
lale V. 
En effet, par rapport à ces axes, les vitesses initiales sont 



(') Cette dernière quantité est négative. 
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réflexion relative. H suit do I;' 
tique qui tombe d'une certain 
doit remonter à la mrinc iim 

Ce dernier résultai [xtiii. 
le choc obliquer 

Choc oblique. — Considc* 
d'une vitesse i', cl vciiaiii . 
branlable (y?ir. 17 )• 



.;;. «MI .e la force vive est donc 
..laijLUé égale à 



( t 



•o-V)». 



I > ■ > 



\[)ression est équivaJeoteà 
.:i \aleur de V. Donc : 

. • f :iiie dans le choc est celle qid 
.i<t ^î par chacun des deux corp, 

li iioulier d'un théorème célèbre 



Décomposons l.i '. :•■ 
plan, l'autre i', p;ir:i!'' ' 
mouvement à tioi- .i^ '■ 
el uniforme avrc l*. '■'• 
bille sN'fïVcluora .»vf'- '^ 



i <. v 



. .noompagne toujours le choedes 
Il double point de vue : d'abord \ 
iio \aleur industrielle qu'on pare: ! 
' \ive non utilisée a pour unique 
. an'ils, puisqu'elle représente, dans 
.0 i[uanlilé équivalente de travail 
..> moléculaires. 

wo possible éviter les chocs dans les 
lbé(n'i(f la biilr i"; ■ ■ " "^ "^' "^^ peut, les recevoir sur une 
mcnl lelatil", uin' v:" ■ ■ *' M'*^' h's ressorts de choc des wagons. 
Pour avoirs;» -i» •■'■ ^' ' imlispensable pour l'effet utileqoe 
tivt' avec l;i \i{<--- ' "*" '*** iuoins s'arranger de manière que 
s.i nou\<*!lf V I" ^■( • ^'^ '*'^^- P^l^Jl^^ fraction de la force vive 

(léjù ('(^iivlTMi' •' 
ôv:\\ los «'1 ih\''- • " " ' 

ii'c: l h» I h«'": r- 

L('> «jcir •■ ■^ ■■ " 
pnl'leii., ! I • : '■ ^ 
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«.■or|»< .; 
/ 
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., :.» .^o iriMifoncer à coups de marteau un 
, A !n>is. l'iic partie de la force vive dont 
.. ..• iiouvt' transmise au clou parTeffeldu 
.• à \aiii('ro la résistance du bois, à faire 
. \a huri' vive utile. Quant à la force vive 
I .Minpic elVet de déformer le clou et d'en 

1 -Ir la réaction du bois détruit la force 

an (Me. On recommence alors, et tout 

iiiauiért'. Si Ton prend un très long clou 

».M (lu p(Mit marteau, on arrivera diffici* 

iMi W clou, qui se déformera de toutes 

. M, au contraire, on prend un marteuu 

,' iM'ircr le clou sans difficulté. 
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<iMi /;ir* la force vivo du marteau avant le choc. La fraction 
e celte quantité qui se trouve perdue est, d'après la formule 
récédeiite. 



m' 


— 




1 
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H- 


ni 
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Il y a donc avantage à augmenter la masse du corps cho- 
uanl, et par suite à diminuer sa vitesse. 
Le munie principe s'applique, sur une grande échelle, dans 
B battage des pilotis. La planche de bois est remplacée par 
in sol péiiétrable, le clou par un long pieu et le marteau par 
me niasse très pesante qu'on appelle un mouton. 

C'est identiquement la même opération, et la conclusion 
îst, comme dans le cas que nous venons d'étudier, qu'il faut 
in mouton très lourd par rapport au pieu qu'on veut enfon- 
cer. De cette manière, le travail qu'il faut payer pour élever le 
mouton se trouve utilisé d'une façon plus satisfaisante. 

Corps élastiques, — Dans le cas du choc de corps élas- 
tiques, nous avons vu que la première période du choc, 
correspondant à la déformation des deux corps et à la perte 
de force vive que nous venons de calculer, est suivie d'une 
deuxième période pendant laquelle les forces moléculaires 
développent un travail positif, accompagné par conséquent 
d'un gain de force vive. Quand les deux corps sont parfaite- 
meut élastiques, la somme des travaux positifs produits pen- 
dant la seconde partie du choc a la uiùme valeur absolue ([ue 
la somme des travaux négatifs correspondant à la première 
partie; si donc on considère l'instant où le choc est complète- 
ment terminé, et où les deux corps vont se séparer, la somme 
(les forces vives des deux corps doit avoir précisément la inôine 
valeur qu'avant le choc. C'est ce qu'on vérifie au moyen des 
équations (4), qui donnent 

mv^ -\- m' v'^ == niK'l -f- ni' v'^ . 

Tous les solides naturels étant compris entre les deux li- 
tûiles extrêmes d'une élasticité parfaite et d'un défaut com- 
plet d'élasticité, il s'ensuit que le choc de ces solides doit 



io4 



DYNAMlQlt 



et les vitesses finales sont nulle>. 
perdue, ce qui représente une i\\i 

m{ÇQ — V)*-r /A' 



11 est facile de vériflcr que <*('t 
l'expression (8), au n)o\eii 'I«' 

Théorème. — La force r/o' -■ 
correspond aux vitesses pera: 

Ce ihéorèmc est un rir< ^,. 
de Carnol. 

La perle de l'onM* viv»' r 

corps mous est lïul 

parce que la force xivc . 
ensuite parce cpu' cmî 
elïet d(i détéri(>r<T !<- ^ 
ro(|ualion du ti;i\;»:' 
résultant des <lérnt • 

On doit donc .";' , 

niacliinos, on, r:: ' . . 
sul)slaiiC(M''Ia^li'|:. 
Kniin ({insn'l !" ' 
l'()n vrnl ol.!.- 
lii forer \ i\ !' ■ 



1 ■ 



.. iî:ros entre celles 

., on peut dire que 

:ii'riques et homogè 

lue à ce que le trav 

ilaires pendant las< 

I valeur absolue du 

jii'S développent pem 

.orce vive est plus ou 

• tides se rapprochent p 

1^ de l'élasticité parfait 



totale (h 



i ' 



SlIppoS!.: 

clou il.îl! ' 

e-t \\\\\\- '■ 
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..'uis absolues des somn: 
. uiaires pendant les deux 
- \\w nous devons indiquer 
earlées de leurs positions 
partie du choc, peuvent 
e> positions lorsque le cl 
- orps conservent une portio 
' clioc leur avait fait éprouver 
^ jias revenues complètement 
' nsiant où les deux corps se se 
.•>, en continuant à se mouvoi 
.it lie la vitesse qu'elles pos 
..'ii\euïent vibratoire qui se tr 
MMsines, sans avoir aucune inl 

■ a-ieinhle de chacun des deux 

A t'oree vive du système avant 1 

. i.' M Nlème après le choc ( celte d( 

. .tl»>traelion faite du mouvement 

■e.^ deux solides) peut être re 

.M ee \ ive (jui est due à la fois aux 

]u'isistants et aux vibrations oc( 

. p. ni ion de celte différence des 

■ I es avant et après le choc, ei 
!:t I existant qui correspond aux d< 

. molécules. L'autre portion, a 
. IliMuent perdue par l'effet du 
».-, pour ainsi dire, à l'état latent 
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in» des molécules, mouvement dont nous 

jiple en évaluant la force vive finale du sys- 

i i>oint de vue de Tappiication de la Mécanique 

■ <, on peut regarder cette seconde portion comme 

• Il perdue que la première. 

• (io comprendre que les conséquences auxquelles 

Misd(» parvenir, dans le cas simple du choc direct de 

ps sphériques homogènes, peuvent être immédiate- 

'MKTtilisées. On peut dire que, toutes les fois qu'il se 

un choc entre deux solides naturels, ce choc est 

jigné d'une perte de force vive plus ou moins grande, 

ne aux déplacements persistants et aux vibrations des 

les des deux solides. 

►rme des deux corps a une influence sur les effets 
lires de leur choc. C'est ce qu'on met en évidence en 
tomber successivement sur un plan élastique une 
de caoutchouc et un parallélépipède de la même sub- 
La sphère remonte presque à la hauteur dont elle est 
(théoriquement, comme nous l'avons vu, elle devrait 
nter tout à fait), tandis que le parallélépipède ne 
it que très peu. Cela s'explique facilement d'après ce 
us avons dit, en remarquant que la zone de contact 
ucoup plus petite pour la sphère que pour le parallè- 
le. Dans le second cas, il y a donc une part plus large 
IX vibrations, et par suite une diminution apparente 
e vive plus considérable que dans le premier. 

§ XII. — Vibrations des corps élastiques. 

îorps élastiques, tels que ceux qui sont employés dans 
truction des édifices et des machines, éprouvent, sous 
nce des forces auxquelles ils se trouvent soumis, des 
alions que la théorie de la résistance des matériaux 
d à calculer avec une approximation plus ou moins 
. A ces déformations correspond la mise en jeu des 
noléculaires, la tension des ressorts intérieurs, tension 
ur la sécurité, ne doit pas dépasser certaines limites 
l'hui assez bien connues. C'est encore la théorie de la 
ice des matériaux qui fournit aux praticiens les for- 
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mules qui leur servent à calculer les dimensions des divei 
parties d'une construction destinée à résister à des effoi 
donnés. 

Seulement les formules auxquelles nous faisons aliush 
(nous avons donné dans la troisième Section celles qui 
rapportent au cas de la traction et de la compression directe) 
supposent la construction établie et en équilibre sous ractiofll 
des efforts de toute nature qui s'exercent sur elle; elles sel 
rapportent, comme on dit, à Tétat statique des corps consi- 
dérés. Les choses se passent d'une manière toute différente, 
loi^s de la mise en charge, si Ton enlève brusquement les] 
supports et étais provisoires qui ont servi à établir la con- 
struction, tels que les cintres des voûtes, etc. Dans ce cas,ettj 
effet, non seulement les pièces subissent la déformation qui 
a été calculée eu égard à la charge, mais encore, par Tefifel 
de la force vive dont ces pièces sont animées, les déforma-l 
tions dépassent le point où la réaction élastique fait équilibre 
à la charge, et elles augmentent jusqu'à ce que la force vive 
acquise ait été détruite par l'excès du travail résistant des 
réactions élastiques sur le travail moteur développé parkj 
charge. Or, la position dans laquelle ce fait se produit n'étant 
pas une position d'équilibre, les molécules tendent à revenir! 
à cette position, la dépassent de nouveau, et il se produit une 
série de vibrations qui durent jusqu'à ce que la force vive se 
soit dissipée en se communiquant aux supports ou à l'air 
ambiant. 

Un exemple simple fera comprendre combien l'allongement 
dynamique diffère de l'allongement statique. 

Considérons une tige verticale élastique {fig* i8), encastrée 
à son extrémité supérieure et chargée à l'autre d'un corps 
dont le poids est P. Nous négligerons la masse de la tige, 
dont nous désignerons la longueur à l'état naturel, AO, pari- 
Les lettres £2 et E représenteront, comme en Statique, la sec- 
tion de la base et le coefficient d'élasticité; et il résulte des 
formules trouvées dans le Chapitre que je rappelle qu'au 
moment où la barre éprouve un allongement OP =i x^ la réac- 
tion de cette barre est 

F = E^^. 
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posé, le corps suspendu à rextrémilé de la tige est 
, d'une part à son poids P, dont la direction est celle 
iquelle on compte les abscisses positives, d'autre part 

Fig. i8. 
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iction F, dont la direction est inverse ; donc Téquation 
avement de ce corps est 



m -— — =:P 



F. 



/ rallongement statique correspondant à la force P, 
ornent donné, comme nous le savons, par Téquation 

ntroduisant cette valeur de F dans Téqualion du mou- 
t et divisant les deux termes de cette équation par m 



il vient 






tégT3tîon de cette équation se ramène aisément â des 
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quadratures, comme nous l'avons vu en Cinématique. On] 
aussi faire usage du raisonnement très simple que voici. 

A partir du point 0, extrémité de la tige à l'état naît 
prenons une longueur OS = /, Téquation (i) signiGe que 
céiération du point P est à chaque instant proportionnel 
la distance qui sépare ce point du point fixe S. 

Cette loi est identique avec celle qui régit le mouvemei 
la projection d'un point qui se meut sur un cercle d'uni 
vement uniforme. Il y aura donc parité entre les deux i 
vements, si Ton se place dans les mêmes conditions Inili 

Or les lois du mouvement oscillatoire auquel nous fa' 
allusion sont fournies par les équations suivantes, qui oii 
établies en Cinématique : 

/ J7=r R(i — cosw^), 
(2) I i'=:ci)RsinGi)^, 

( y ^w'Rcosw^— û)'(R — j:-). 

Si donc le poids P a été abandonné à lui-même sans v 
initiale, les équations de son mouvement auront la i 
forme que les équations (2), et Ton établira Tidenti 
posant 

On conclut de là les résultats suivants : 

1° L'amplitude de l'excursion de la tige est égal à ! 
sorte que rallongement maximum est double de l'alb 
ment statique; 

2° Le temps d'une demi-oscillation est celui qu'un m 
animé de la vitesse angulaire w, met à parcourir une ( 
circonférence; donc 



(3) 
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On reconnaît la formule bien connue qui donne la 
des petites oscillations du pendule simple. Donc : 

Théorème. — Une tige élastique chargée brusquement 
poids que l'on abandonne à lui-même sans vitesse //i 
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ille comme un pendule dont la longueur serait égale à 
llongement statique qui correspond à la charge de la tige. 

)n évite ces effets fâcheux en soutenant le poids et en ne 
)andonnant que petit à petit à lui-même. On obtient ce 
ultat, dans l'opération importante du décintrement des 
ites, en faisant reposer les poteaux qui supportent les 
1res sur des sacs ou caisses de sable, qu'on vide aussi len- 
lenl qu'on le veut. 

las où la vitesse initiale n'est pas nulle, — Le danger serait 
îore plus grand si, lors de la mise en charge, on commu- 
[uait au poids P une vitesse initiale v^; par exemple, si, au 
1 de poser simplement ce corps sur son support, on l'y 
ût brusquement, de manière à produire un choc. L'équa- 
1 différentielle (i) et les intégrales générales conserve- 
înt la même forme, seulement le point ne correspon- 
it plus à l'extrémité du diamètre du cercle, mais bien à 
point M déterminé de manière que la vitesse du point 
rivant eût sur la direction AD une projection égale à Vq. 
es équations du mouvement prendraient alors la forme 

œzzzl — Rcosw^, 
(^ =wRsina)^, 

j =:w*RcOSGi)^ = &)*(/— x), 

mps étant toujours supposé compté à dater de la fin d'une 
llatîon. 

i valeur de w et l'expression (3) de T resteraient les 
les; mais on n'aurait plus R=:/. Pour trouver un point 
ercle dont le centre reste toujours en S, il faut remarquer 
les ordonnées du cercle sont les quotients respectifs par &) 
vitesses des pieds de ces ordonnées; par suite, comme 
îonnaît la vitesse ^^o» qui correspond au point 0, on a, 
' l'ordonnée OM, 

3ur le rayon SM, 






R = /^^"+r!='i/« + ^. 



n conclut de là l'amplitude de l'oscillation, laquelle est 
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iiiiiiiili'iiiiiit r^nle Ù 2R, OU à 
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• jiMiii. u la durée do l'oscillation, nousavons vu qu'elle n'est pas 
< làari^^éf i'l(|u'elle dépend uniquement de la charge de la tige. 

Ou voit couàbien une mise en charge brusque peut amener 
.iiH-.iiM'nl la rupture ou ralléralion d'une verge sous raction 
d'un poids birn inférieur à celui qui produirait la rupture 
laThiuo. Los résultats seraient encore bien plus fôcheui, 
-i l'on procédait par une série de chocs convenablement 
n'j^lés ( ' ). (lonune il n*est pas possible d'empêcher des effets 
de. ce î^i'ure do se produire dans une construction aban- 
doiniôo à ollo-mème, il est de la plus stricte prudence de 
dnhuor i\ la charge permanente une valeur inférieure à h 
rhaij;o do rupture. Dans les machines, les vibrations des 
di\*Msos pièces nuisent, en outre, à la précision du jeu delà 
uiarhino; on atténue cet inconvénient en employant des J 
pio( (S massives, et en reliant le bâti de la machine à des 
Iniidalious résistantes. 

/>< V ressorts de choc, — Quand il n*est pas possible d'éviter 
lr^, ( h(M s dans une machine ou dans une construction, on les 
<iiii(iiiii l'h los rooovanl sur un corps élastique, sur un rewor^ 
l.« > waj^tuis ont non seulement des ressorts de suspension 
. uiimu^ los v(»itiu'os ordinaires, non seulement des ressorts de 
y hm poiu' amortir los chocs accidentels, mais encore des 
i«*>Mirts {\(\ traction, contrôles chocs qui se produisent d'une 
m.miôro rôgulioro, lors do la mise en marche ou de l'arrêt du 
ii.iiii. Li's rossorts alToctent différentes formes; mais les lois 
|ii iM odcntos s'appliquent àpeu près aux ressorts de tousgenres. 

Il r>.i naturtd do prendre, pour mesure de Tintensité du 
. hm , la di'Uii-foroo vivo 



( • I .i.iv.iil a) mit llxïi ilans un t^tan une vorjro de laiton de i*, /|0 de longoenr 

I •!. il' .!•• ili.nu«'^lr»\ »»t Tnyant fait vibrer dans le sens de sa longaeur, 

. .11 I ni iu.i\«'u ilun sphoromt'tre. sur lequel venait frapper l'extrémité libre 

I l> lui. .|iii' I .»iii|>lihi»lt» iles oscillations était au moins de \\ de millimètre. 

II .1.1 I II i.illii I u.i'-f ptMir produire un pannl allongrement à IVtat statique. 
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)it êire détruite par les réactions moléculaires sans que 
icture et les propriétés du ressort soient altérées, 
la tension maxima de la tige, qui correspond au maxi- 
d^allongement, 



Fr=P 1 + 



G-v/'-il)- 



acelet (*) appelle résistance vive d'un prisme le travail 

.X 








'élasticité d'un prisme solide oppose à Taclion d'un choc 
^ dans le sens de son axe. Il nomme plus spécialement 
ance vive d'élasticité le travail qui répond à l'intervalle 
'élasticité étant parfaite, les allongements demeurent 
)rtionnels aux efforts de réaction correspondants, et 
ance vive de rupture celle qui a été développée par ces 
s au moment où ils ont atteint leur plus grande valeur 

le prisme se trouve rompu. 

peut avoir l'expression algébrique de la résistance vive 
»ticité, puisqu'on connaît, entre les deux limites de l'in- 
le, la forme de la fonction F, laquelle est donnée par la 
on 

quelle on conclut 



f 



il '1 



ni l'allongement qui répond à la limite d'élasticité 

P>, 



Ft= 



/ 



grandeur de l'intégrale / ¥ dx, qui permet de 

Introdaetiim à la Mécanique industrUlU, 3* édiUoo, p, 3f3. 
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rnainii»iijii «i ' nuiiv deux ressorts de choc, esl p 

■ l 11 lONisiuuce par la grandeur de Is 

I "i»« piolVrer les ressorts qui, pour u 

u«'iil plus que les autres à l'action, It 

' ''**Mh^- .»• » Ms tpii nous occupe, la tige est ait 
'■• M nnïipriuiée; le maximum de compressi 



'•■-"--'-'(V-^F'-) 
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CHAPITRE IV. 

'^ Sl>ÊGiALE DES SOLIDES INVARIABLES. 



V^PPLICA^TION DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX AU CAS d'uN 

CORPS SOLIDE. 

on obiieut les équations nécessaires et suffisantes 

uncr le mouvement d'un système quelconque, en 

e \a somme des travaux des forces extérieures et 

A inertie est nulle, pour tous les déplacements vir- 

►alibles avec les liaisons du système. Dans le cas 

solide libre, les mouvements possibles sont au 

SIX, savoir : trois translations s'effectuant parallèle- 

^is axes rectangulaires fixes quelconques, et trois 

utour des mêmes axes. Les équations du mouve- 

corps solide libre sont donc également au nombre 

s de ces équations s'obtiennent en égalant à zéro 

^es projections des forces extérieures et des forces 

les trois axes, et les trois autres en égalant à zéro 

^es moments des forces autour des mêmes axes ( * ). 



e là que des forces quelconques, appliquées aux divers points 
ible, peuvent toujours être remplacées par un système équi- 
dans le cas du mouvement que dans celui de l'équilibre. 
ne conséquence immédiate de la règle qui réduit la recherclie 
ent des corps à celle des lois de leur équilibre. Toute substi- 
pas les sommes de projections et les sommes de moments des 
3 produira aucun changement dans les équations du mouve- 
5 plus que dans celles de son équilibre, 
système non solide, la substitution des deux groupes de 
ans les six équations générales serait encore parfaitement 
ation modifierait les autres équations qu'il faut joindre à 
*es les équations du problème. Par suite, elle aurait géné- 
étniire Toquilibre s'il existait, ou, dans le cas contraire, 
\i. 



J * .'.'.■. 
. < »* ' » I 
i I i ' 
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l'i V , .. n ».Ms^4.nN Jojà ces six équations, qui s'appliqueoti 
' iy. jiMU'oiuiiio, et qui nous ont fourni des théorèmes 
i MH OiUïs le cas d'un corps solide, ces éqnatioos sont 
lUo ;., ,.^ ,1 loiii connaître toutes les propriétés du mouve- 
iu.m I , m:i s^* [nopose d'étudier (*). 
i*' ? 'hii-riuinor le mouvement d'un solide libre, soumisi 
^ .loiuioes, la méthode ordinaire consiste à décom- 
îuoiiN ornent en deux, conformément à ce qui a été 
««'tuaiique, et à rechercher séparément : 
; mouMMuent du centre de gravité du corps; 
. iiiouM'inriil du corps par rapport à trois axes attachés 
.'iiii i' (lo j^ravilé et animés d'un mouvement de iransla- 
., loiii la vitesse est à chaque instant celle de ce point. 
M' i^.•nicnt (lu centre de grasnté, — Le mouvement do 
II.,- <W gravité est produit par la résultante de traoslation 
i...iU's les forces données, supposée appliquée à ce point. 
I,.. M II »'.>»l donc plus facile que de former les équations qoi 
. |..iii,li'nl à la première partie de notre problème. 

^it Ir rorps avait un point fixe ou un axe fixe, les équations 
.i«i miHi\fin(Mit du centre de gravité contiendraient, outreles 
I..I. « . (loiinêi'.s, les réactions inconnues des appuis. Mais, dans 
. .1, la itmsidération du mouvement du centre de gravité 
... |.i . ^ruh- aucun intérêt : le mouvement du solide se réduit 
, .Mii |uii (' roialion, (lu'on détjermine comme nous le verrons 
I .,.1 .i I licure. 

i/.f/t . nn'nL (tiitour du centre de gravité, — Nous avons dit 

,... Ini ,t|ii'il s'agit d'un corps solide, toutes les forces fictives 

.1. il n[)[)osées aux forces d entraînement des divers points 

i.i 1 i.-mi^ piMivent être remplacées par leur résultante, la- 

, . II. |..»Mî au centre de gravité, où elle est détruite. 

iiM |.' (il (Itnic étudier le mouvement d'un solide par rapport 

I. ,1 .Il -, passant au centre de gravité et se mouvant paral- 
I I .... ni a m \-iiiéines, sans ajouter aux forces réelles aucune 
I . h. il < , ah^olument comme si l'origine était fixe. C'est 
, . ,11 < iionrr (»M abrégé de la manière suivante : 



i.,. le, H .< .-iinj/Iifi»' (juaiul lo solide n'est pas libre: le nombre <J^ 
I , .. ijji ; «liminue plus ou moins, et celui des équations du moave* 
I .1 ■ .. . ^:.^\i■ H 'JiKtion. 
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Théorème. — Un corps solide tourne autour de son centre 
e gravité, comme s* il était fixe. 

Ainsi se trouve nettement posée la question de la détermi- 
ation du mouvement d'un corps solide soumis à Taction de 
>rces données. 

Si le corps ne possède aucun point fixe, nous transporte- 
ons toutes les forces au centre de gravité, et nous les rem- 
lacerons par le système équivalent composé de la résultante 
e translation F et du couple K résultant de tous les couple? 
Qtroduits par le transport des forces au centre de gravité, 
lela fait, et le mouvement du centre de gravité étant déter- 
ainé comme nous le savons, nous serons ramené à chercher 
3 mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, sous 
influence du couple K, la force F n'ayant aucune action dans 
a mouvement relatif. 

Quand un des points du corps est fixe, c'est relativement 
L ce point qu'il faut opérer la réduction des forces données 
i une force F et à un couple K'. Puis, négligeant la force F, 
lui a pour unique effet de charger le point fixe, nous nous 
retrouverons, comme précédemment, en présence du pro- 
blème qui consiste à déterminer le mouvement d'un solide 
autour d'un point fixe, sous l'influence d'un couple donné. 

Rotation autour d*un axe fi^e. 

Occupons-nous donc de chercher quel est l'effet produit 
par un couple sur un corps mobile autour d'un point fixe. 

Pour cela, nous commencerons par étudier le cas où le 
corps n'a que la faculté de tourner autour d'un axe fixe. Le 
problème est ainsi beaucoup simplifié. En effet, le couple K 
ne peut, en aucune façon, changer la direction de l'axe de la 
rotation instantanée, et nous savons tout de suite que l'eiTet 
de ce couple sur le corps en mouvement doit se réduire à lui 
communiquer une certaine accélération angulaire, positive 
ou négative. 

Le principe de d'Alembert nous fournit immédiatement 
l'équation unique qui fait connaître cette accélération angu- 
laire. En eflFel, le seul mouvement virtuel compatible avec 
les liaisons est une rotation autour de l'axe fixe; par suite, 
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nous n'avons qu'une seule équation d'équilibre à écr 
celle qu'on obtient en égalant à zéro la somme des mon 
(les forces extérieures et des forces d'inertie, pris par ra] 
à Taxe. 

Mais la force d'inertie de chaque point est la résultan 
deux forces, dont l'une, la force centrifuge, est dirigée 
l'axe et possède à chaque instant un moment nul ; il n'y a 
à tenir lieu, pour chaque point, que de la force d'inertii 
gentielle, dont l'expression est 

dsf * d(ù 

m -rr ou mr -— -? 
at at 

et dont la direction est inverse de celle du mouvement 

Or on a, pour le moment de cette force, affecté d'un 

convenable, 

dfji ^ 

la somme des moments des forces d'inertie autour de 
de rotation est donc 

2. m/-'; 

dt ' 

el si l'on désigne par N la somme des moments des 
extérieures autour du même axe, somme qui est la proj 
sur cet axe de l'axe du couple K, on a pour l'équilibi 
forces réelles et fictives l'équation 

IN — Znir--- o, 

dt 



— mr^ 



de laquelle on lire 

(0 

Donc : 



dr^ _ N 
dt ~ Imr- 



Théorème. — L'accélération angulaire d'un corps qui 
autour d'un axe fixe est égale au quotient de la sonw 
inoments des forces extérieures par le moment d'iner 



(') On trouve de la même manière l'accroissement fini de vitesse i 
résultant d'une percussion P. En effet, soit F une force quelconque situ 
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Si nous comparons celle équiai'lion à celle du mouYemenl 
icliligne 

. dv F 

^^ -dt-m' 

ans laquelle F représenle la somme des projeclions de loules 
ïs forces sur la direction du mouvement, nous voyons que 
équation (i), comme Téqualion (2), renferme une accéléra- 
on au premier membre, el que le second membre est une 
action qui renferme les forces au numérateur, les masses au 
înominateur; seulement, dans le cas de la rotation, chacune 
îs forces telles que F est affectée d'un facteur qui est son 
as de levier, et chacune des masses m est multipliée par le 
rré de sa distance à Taxe, laquelle est un élément très impor- 
nt à considérer dans la théorie de la rotation des corps : plus 
s distances r augmenteront, plus le dénominateur 2/nr* sera 
and, et par conséquent plus Taccélération angulaire dimi- 
lera. 

J'ai dit que. Taxe étant supposé fixe d'une manière absolue, 
iffet des forces agissant sur le corps mobile ne pouvait être 
le la production d'une accélération angulaire, que nous 
nons d'apprendre à calculer. Mais il est évident qu'en 
itre ces forces, impuissantes à changer la direction de 
xe, exercent sur les appuis de cet axe des pressions dont 
importe de calculer la grandeur. C'est ce que nous allons 
ire après une digression indispensable sur les propriétés 
!S moments d'inertie et de certaines sommes analogues qui 
nvent être étendues au solide tout entier. 



stance h de l'axe fixe; on a 

dùi^mr' = F h dt. 

Intégrant de o à ô, en supposant que la direction de la force et sa distance à 
»e soient constantes entre les limites de l'intégrale, et faisant 



ô 
P =r ' 

vient 



= / Fdt, 

J (S 



£mr«(a) — to ) = PA. 
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GMAPirmE IV. — iiT3(AMK!Ci mes soudes iktakiawxs, lai 

ares, on conçoit ordinairement une répartition unifonne 
la matière dans la totalité da volume occupé par le corps, 

sorte que, dans toute partie très petite de ce volume appa- 
at, partie renfermant toutefois un grand nombre de molé^ 
les, il y ait la même quantité de matière qu'auparavant, 
imme les forces extérieures ne varient pas sensiblement 
une molécule à la molécule voisine, il n'en résultera aucune 
rreur appréciable dans les actions exercées sur les diffé- 
entes parties du corps. 

N'oublions pas toutefois que cette conception est entachée 
l'erreur; en eflfet, quand on parle d'un volume infiniment 
HtU, ce volume doit pouvoir décroître au-dessous de toute 
imite, quelque petite qu'elle soit, c'est-à-dire au-dessous des 
ilmension finies des molécules et de Tintervalle qui les 
épare. Pcl -être trouvera-t-on dans cette indication Texpli- 
ation de certains phénomènes délicats de la Mécanique nio^ 
iculaire, science qui est encore à créer. 

Quoi qu'il en soit, si l'on admet rh^T)othèse de la continuité 

e la matière, le moment d'inertie est une intégrale triple de 

I forme 

fffr'dm, 

u'on calculera, pour chaque corps ou portion de corps, par 
îs procédés rigoureux ou approximatifs que Ton connaît. 
DUS verrons plus loin comment on détermine expérimenta- 
îment le moment d'inerlie d'un corps qui n'est pas limité 
ar des surfaces susceptibles d'une définition géométrique. 
Rayon de giration. — Le moment d'inertie Imr^ d'un 
alide par rapport à une droite 01 étant calculé, déterminons 
ne longueur R par la condition 

MR* — 2mrS 

! étant la masse totale du solide ; la ligne R est ce qu'on 
lomme le rayon de giration du solide, par rapport à la 
iroile 01. Dans le cas d'un solide homogène, le rayon de 
;iralion est une quantité purement géométrique. 

Etant donné un solide, les moments d'inertie de ce corps 
îar rapport aux diverses droites qu'on peut considérer comme 
^xes de rotation ne sont pas tous indépendants; et nous allons 
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voir que trois d'entre eux, convenablement choisis, peuvent 
nous faire connaître tous les autres. C'est ce qui résulte des 
deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Le moment d'inertie autour d'un axe quel- 
conque est égal au moment d'inertie autour d'un axe paral- 
lèle mené par le centre de gravité^ plus le moment d'inertie 
de la masse entière transportée au centre de gravité. 

Cette propriété est une conséquence immédiate de la rela- 
tion que nous avons donnée (p. 94) entre la force vive réelle 
et la force vive qui correspond au mouvement autour du centre 
de gravité supposé fixe (*). En désignant par H le moment 
d'inertie autour d'un axe passant par le centre de gravité, 
par H' le moment d'inertie autour d'un axe parallèle, situé à 
la distance D du premier, on a 

(i) H'=:H-hMDS 

ou, en employant la notation du rayon de giration, 

(2) IV«=R«4-D-. 

Scolie, — De toutes les droites parallèles à une direction 
donnée, celle par rapport à laquelle le moment d'inertie est 
le plus petit passe au centre de gravité. 

Théorème II. — Si, sur les différents axes qui se croisent ^^ 
un même points on porte des longueurs inversement propor' 
tionnelles aux racines carrées des moments d'inertie correS' 
pondants, le lieu des points ainsi déterminés est un ellipsoïde' 

Prenons trois axes rectangulaires quelconques, et soiet*^ 
X, |UL, V les angles qui définissent la direction de Taxe p^^ 
rapport auquel on demande le moment d'inertie. Le carré de 
la distance à cet axe du point dont les coordonnées sont •^' 
/,5 a pour expression 

r'=.x^-h y^-]- Z-— (^cosX 4-/cosp. -+- ^cosv)*; 



(') On sait, par la Cinématique, que, dans les différentes manières de déc^ïï*' 
poser le mouvement d'un solide en une translation et une rotation, la ligne ^^^ 
représente la rotation reste invariable, en grandeur et en direction. 
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Il suit de là que, A, B, G étant les moments particuliers du 
solide autour des axes de Tellipsoïde d'inertie, on a, pour le 
moment autour d'un axe passant au même point, et défini par 
les angles 1, /jl, v, 

(8) H=: Acos*X 4- Bcos'/JH-Ccos*v, 

puisque, par définition, les quantités H, A, B, G sont propor- 
tionnelles respectivement à ~> — > ^> -j» 

Les axes de l'ellipsoïde central s'appellent axes principaux 
d'inertie du solide, pour le point considéré (*). 

Propriétés des axes et des moments principaux. — i® Si 
X, y, z désignent les coordonnées des divers points du corps 
par rapport à un système d'axes principaux, on a les trois 
équations 

2/n^^=o, 2m5;r=o, 2m^^=o, 

qui peuvent servir à définir les axes principaux. 
2° Si l'on avait seulement 

^myzz=:o, 2,mzx =10, 

l'axe des z serait un axe principal, relativement au point pris 
pour origine. 

3^ Si l'on demande quelle est la condition nécessaire pour 
qu'il existe quelque part sur une droite Oz un point pour le- 
quel cette droite soit axe principal, on trouve qu'en prenant 
pour plan des zx le plan qui contient la droite donnée et le 
centre de gravité, on doit avoir 

^myz =0. 

Alors cette équation est vraie pour un système quelconque 
d'axes parallèles aux axes coordonnés, ayant pour origine un 

(*) L'existence et les propriétés essentielles des axes principaux d'inerb» 
étaient connues bien avant que Poinsot ait eu Tidée si heureuse de Tellipsoî^^ 
central. La priorité de la découverte de cet ellipsoïde est disputée à Poinsot 
par Cauchy, qui, d'après le témoignage de M. Saint-Guilhem, l'enseignait ^ 
1824 à l'Ecole Polytechnique (voir Théorie nouvelle de V équilibre et du moH' 
ventent des corps j par M. Saint-Guilhem, 1887, P- 70- 
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Il suit de là que, A, B, C etan! !«'- ' - 

,.j ^ , j ,, ,,. 14 u lut les réduire a riiitîj 

solide autour des axes de 1 eilips<^ ^ ^ . 

moment autour d'un axe ])as?niii 

les angles >, /jl, v, 



que 



(8) II--yVcos-/. - 

puisque, par définition, lr< 
lionnolles respect ivrinrit, 

Les axes de rellips(»ï«l<- r 
cVinertie du solide, poi; | 

Propriétés des a r, ^ 
X, y, :; désii^iKMil l'*- 
par ra[)porl à un - 
équations 



i: 



mêmes moments ]»riwi- 
[)oul être considéré comœe 



••S" 



.us ^rand axe et Taxe moyei: 



IM. 



,c 



^/// i -" 



.S 



B 



qui pouvcnl >t.'i . 



. . ^ 



^. ,, plus grand que la hauteur OC du 

2° ni I on a\ii.. I î. . , , A, , , 

^:;i ..• et b comme côtes, ce qu exprime 

ah 



r;i\<' :! 


|)<)MI <• 


:;■■ - 


.p.:- 


.{î;.-. 


; '^h' . i:.'i : 


<ri)l|f '!.. ■ 



» I I 

- > — 

b^^ c- 



iv' lONolulion autour de son petit axe, 



limite 



./ c 



il 



-0,293 (»). 



. . ; A yw.i sr rencontrent le plus fréquemn^^'^ 

Nous 110 l'onsidérerons que des corps homo- 

'... .. «i» ■^ luonu'iits (l'inertie, les rayons de giratiot- 

l«>urnant autour d'un axe passant par son 

I- i il uu aii^le a : 

U \ /«sin«a; 
iiij 'iil.- ^y^ n^volution indéfiniment allonge; 
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-<1.>NS SUR LES APPUIS d'uN CORPS QUI TOURNE AUTOUR 

d'un axe maintenu fixe. 

^ ViwQ (le rotation du corps pour axe des z, plaçons 
li nii point quelconque de cet axe (/fg. 20), enfin 
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les axes des x et des / quelconques, mais perpendi- 
entre eux et à Taxe Os. 

(re de rayon p et de longueur /, autour de son axe : 

Ire de rayon p et de longueur /, autour d'un rayon d'une de ses bases 

We creux : 

^nant par e Tépaisseur, par p^ le rayon moyen : 

R'=pî + *-^'; 

? pleine : 

lélépipede rectangle autour d une parallèle à Tarête a, menée par 
î gra>'ité : 

ête elle-même, il faudrait ajouter H^' + ^)> ®°i* 

in tour de son axe : 

R« = 6» -r- ' p' ( ipaxima ) ; 
e perpendiculaire : 



R« =. - -f- ; p> 
2 ' 



le da tore est ar'p'S. 
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Proposons-nous d'abord de chercher Taxe du couple résul- 
tant des quantités de mouvemenr, relativement à rorigineO. 
Désignons ce couple par G; nous avons déjà trouvé 

G- =: w2 mr- := C w, 
en posant, comme dans le paragraphe précédent, 

(i) }B — lm{z^-ha!^), ^ = lmzxy 

Pour avoir les couples relatifs aux axes Ox et 0/, décom- 
posons la vitesse d'un point quelconque M en 

puis, faisant la somme des moments de ces quantités multi- 
pliées par la masse m correspondante, par rapport aux axes 
des X et des/ respectivement, en ayant égard aux signes, il 

vient 

Ga:= — (ù'^mxz, Gy= — (ù^mjrz. 

On a donc, en faisant usage des notations (i), 

(2) Ga:= — Po), Gy= — aco, G^^iCûi). 

Or, si l'on se reporte à l'équation générale de rellipsoïde 
central (p. 128), on déduit des équations (2) : 

Théorème I. — L'axe du couple résultant des quantités de 
mouvement est dirigé suivant la perpendiculaire au plan tan- 
gent à V ellipsoïde central^ mené au point où l'axe de rota- 
tion perce cet ellipsoïde. 

Ce qui revient à dire : 

Théorème IL — Le plan du couple résultant des quantités 
de mouvement est le plan conjugué de l'axe de rotation dans 
l'ellipsoïde central. 

ScoLiE. — Quand l'axe de rotation est axe principal rela- 
tivement à l'origine 0, cet -axe coïncide, en direction^ a^^^ 
l'axe du couple résultant des quantités de mouvement, et l^ 
grandeur de ce dernier axe est le produit de la vitesse angi^' 
taire par le moment d'inertie. 
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Ces théorèmes sont indépendants de la fixité de l'axe; en 
Bfet, nous savons que les vitesses de tous les points d'un 
alide dont un point est fixe sont les mêmes que si le solide 
lurnait effectivement autour d'une certaine droite, dite axe 
%stantané. Donc, pour tous les calculs relatifs aux vitesses, 
.n'y a pas lieu de distinguer une rotation instantanée d'une 
otation persistante. 

L'axe de rotation étant supposé fixe, la direction de l'axe 
u couple résultant des quantités de mouvement est une ligne 
xe dans le corps mobile. L'angle de ces deux directions est 

r 

3) C0S/=::C0SG5: 



sJO 



OL' 



Enfin, la longueur G de l'axe du couple résultant a pour 
ftpression 

IJ ^= : = —z .y 

COSi w-cos« 

n désignant par u le rayon vecteur de l'ellipsoïde qui répond 

l'axe de rotation; et, si l'on appelle h la longueur u cos/ de 

I perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, on a 

^ co cos i 
4) G=-^^, 

quantité proportionnelle à w. 



Réduction des forces d'inertie. 

Occupons-nous maintenant des forces d'inertie. La résul- 
tante de translation de ces forces est égale à la force d'inertie 
Clamasse totale, supposée concentrée au centre de gravité, 
[ïa prenant, pour plus de simplicité, le plan des zx passant 
par le centre de gravité, et désignant par a la distance de ce 
centre à l'axe de rotation, on a, pour les composantes de la 
rfeullante de translation, 

(5) X'urMw'a, Y'=z-Ma^, Z'=:o. 

dt 

Pour que cette force soit nulle, c'est-à-dire que les forces 

m. Q 
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d'inertie se réduisent à un couple, il faut qu'on ail 



a = o, 



c'est-à-dire que le corps soit centré. 

Quant au couple résultant, nous savons que l'axe de ce 
couple est égal et directement opposé à la vitesse du point G. 
On a donc 

L^ = T- = -7- (ù2imxz, 

dt dt 

^., dGy d ^ 

dt dt 

Effectuons les différentialions, en remarquant que, pour 
chaque point, l'ordonnée z est une constante, ainsi que la 
distance /• du point à l'axe; tandis que l'on a 

dx dy 



il vient 



- , ddi „ „ o û?w 



(6) { M'— -j- Imyz 4- ùi^lmxz— « -r^ H- (3wS 

dt dt 

Cas d'une résultante unique, — Nous avons trouvé en Sta- 
tique la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe 
une force équivalente à un système de forces donné. Cette 
condition s'exprime d'une manière générale par l'équation 

UX'4-M'Y'-hN'Z'=zo, 

qui devient, dans le cas des forces d'inertie. 



-Ma«[(..* + (§)]=o. 
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isfail à cette équation de deux manières : 
posant 



posant 



ar=o: 



a =o. 



•remière solution doit être rejetée : elle répond aux 
force unique que nous cherchons est nulle et a son 
pplication situé à Tinfini; ce qui revient à dire que 
s sont équivalentes à un couplé. Ce cas a déjà été 
. La condition d'une résultante unique est donc 

2 myz = o, 

que nous avons déjà rencontrée comme nécessaire 
mte pour que la ligne 0^ soit axe principal en l'un 
)ints. Ainsi : 

:me. — Pour que les forces d'inertie admettent une 
te unique, il faut que Vaxe de rotation soit principal 
ses points, 

Fig. 21. 




)ortons l'origine au point 0' {fig. 21), relativement 
'axe des z est axe principal; nous avons alors 

2m/5' = o, ^mzx' z^o, 

5 d'où nous concluons 

L' = o, M'i=o; 

résultante cherchée est dans le plan des x'y'y c'est 



DTlfAXIQtE. 

Ji-dirr dans le plan principal. Nous c- 
d In dirt>rtÎDD df retio résultante ifgaU 
ilonl It's cnmposanles ont les valeurs 
|M>inl de «?oUe force, par exemple le p 
l«so O'J-'. 

Sait / b longueur O'C: le moinoni ' 
(wrl à r*M lie rotation, est. en se re| 
iil<« roniposanles \ . Y'. Z'. 

rf/' 

n'uu awu* cAlt", puisque celte force - 
les fturrs d*iciiMiie. s*>n moment -.!..-:i i 
MOW««t$ *• lowtes «.vs foive*. so:i j 



-M,»/ 



\m» xv^tmis |4its ; 
i»mv« k UK'«m»^ s 



f'^lraJ ' 
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|iri5ïaraion longitudinale, laquelle est la même que dans 1 

s»li4tit|tic; 

4'^ La si\it>mo donne la loi du mouvement de rotation 
;V' Entln los quatre autres permettront de calculer P 

Il ds permanents de rotation. — Supposons que le ( 
ïsoUtIo, au lieu d'avoir un axe fixe, n'ait qu'un point mair 
ll\e, et c|u'on ait choisi ce point pour origine. Suppose 
plus c|u'auc'une force extérieure ne sollicite le corps, et 
i lions les conditions pour que le mouvement, ayant 
lutuico auloiu' de Taxe des;5, continue comme si cet axe 
li\t^ iuvarial)l(Mnent. 

Il t»al évidtMitqu*il suffit pour cela que toutes les force 
l'uKe \\u*' devait détruire se trouvent détruites par le 
li\e. seul; or ce point détruit les trois composantes Pj, 
qui lui sont appliquées et qui peuvent avoir sans inc 
uienl des valeurs quelconques; mais on doit avoir 

P^o, Q:=o. 

En faisant, en outre, dans les équations (i), A,= 
arrive aux conséquences suivantes : 

1*^ Les irois premières équations donnent la char 
point lixe; 

i" La (pialrième et la cinquième deviennent 



|3 


dt 




aco^ 


==o. 


y. 


d(xi 


-h 


(30)2 : 


— o; 



i \a\ sixième nous donne 



dt 



~o; 



.|.,»H l« iiH;ii\<'in(»nt est uniforme; les autres équatior 
hm/kIm ni i|u il faut avoir à la fois ar=^o, P = o, c'est 
• ju (1 l.iui ijuc l'axe (!(» rotation soit un axe principal d 
jM.. i.i)f|)i;ii au point fixe. Les axes principaux d'inc 



er/i 
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taose de celle propriété, portent aussi le nom d'axes perma- 
j . M fUnts de rotation (*). 

Axes naturels de rotation, — Si de plus l'axe de rotation 
contient le centre de gravité (auquel cas il ne peut être prin- 
cipal en Tun de ses points sans Têtre également pour tous les 
points de sa direction), on a 

Pi = o, Qi = o, 

c'est-à-dire que Taxe ne supporte aucun effort en aucun de 
ses points, et qu'il reste fixe de lui-même. 

On appelle fréquemment les axes principaux relatifs au 
eentre de gravité aœes naturels de rotation, parce qu'ils sont 
les seuls autour desquels une rotation soit susceptible de se 
perpétuer indéfiniment, sans l'intervention d'aucun effet exlé- 
lieur. Celle rotation peut d'ailleurs se combiner avec un mou- 
vement de progression rectiligne et uniforme du centre de 
gravité, si ce point est animé d'une vitesse initiale. 



Applications de la théorie des axes principaux. 

Les supports des arbres tournants ne sauraient être fixes 
d'une manière absolue. Les efforts latéraux qui s'exercent sur 
les tourillons produisent des vibrations qui tendent à arracher 
les boulons de scellement, tout en nuisant beaucoup à la pré- 
cision du travail de la machine. Des effets de ce genre se pro- 
duisent toutes les fois que l'axe d'une roue pesante, tel qu'un 
volant de machine à vapeur, n'est pas axe principal d'inertie : 
alors la roue ne tourne pas rond, et au lieu de sembler immo- 
bile elle paraît soumise à des battements. 

Équilibrage des meules de moulin. — Ces battements sont 



( * ) Qaand Taxe de rotation n'est pas un axe principal d'inertie, et qu'on veut 
le maintenir dans une direction invariable, les formules (8) montrent qu'il faut, 
en l'absence d'un deuxième tourillon, exercer sur le corps deux couples L et M, 
déterminés par les relations 

^ dt 

M H- a — H- p(o' = G. 
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surtout visibles sur les corps qui, comme les meules de mou- 
lins à blé, n'ont qu'un seul point de leur axe fixe. 

Un équipage de meules comprend une meule inférieure 
fixe, la meulegisante(fig. a3), au-dessus de laquelle se trouve 
une meule mobile, appelée meule volante; les grains sont 

Fig. a3. 




écrasés entre les deux La meule volante touine autour d'un 
axe, qui n'est fixé que par un seul point Une cavité est 
pratiquée dans le centre de cette meule, au-dessus est placée 
une crapaudine qui s'appuie sur an pivot, fixé lui-même à la 
meule gisante. 

Cherchons la condition nécessaire pour que la meule ne 
ballotte pas en tournant, son axe restant parfaitement verlicii' 
pendant le mouvement. 

Il faut d'abord que la meule soit bien centrée, c'est-à-dire 
que la distance a du centre de gravité à l'axe soit nulle. 

Sous cette condition, la meule se tiendra parfaitementhori- 
zontale tant qu'eller estera en repos. Mais, du moment qu'o" 
vient à lui communiquer un mouvement de rotation, la con- 
dition de centrage ne suffit plus. Pour que l'axe de roUlion 
conserve sa direction fixe, il faut encore que l'on ait 

c'est-à-dire que la répartition des masses autour du centre d® 
gravité doit être dans une certaine liaison avec les hauteurs 
respectives des niasses. 

Ordinairement cela n'a pas lieu, parce que les meules sot**- 
construites par assises de petits matériaux, comme une co*" 
struction en moellons, et sont généralement loin d'être hort"^" 
gènes. Pour remédier à cet inconvénient, le procédé le pl**^ 
simple consisie à creuser dans la meule volante quatre uo^^ 
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en croix (^fig. 24)» 6t à placer dans chacun de ces trous une 
petite masse de fonte qu*on peut faire monter et descendre à 

Fig. 24. 




l'aide d'une vis. On arrive, après quelques tâtonnements, à 
donner à ces masses une position convenable. 

On peut aussi placer à Textérieur de petits contre-poids a, a', 
dont on règle également la hauteur par tâtonnements. 

Les locomotives nous offrent des exemples de roues tour- 
nant autour d'un axe non principal, dans celles de leurs roues 
qui portent des boutons de manivelle servant d'articulations 
aux bielles motrices et aux bielles d'accouplement. 11 résulte 
de cette circonstance et d'autres phénomènes du même genre 
des couples perturbateurs qui sollicitent l'essieu dans une 
direction variable; l'effet de ces couples est surtout nuisible 
quand ils sont situés dans le plan perpendiculaire à la voie, 
parce qu'ils tendent alors à soulever une des roues, et à lui 
faire franchir le niveau du rail, ce qui peut produire un dérail- 
lement (*). 



(') N'oublions pas que les forces d'inertie croissent comme les carrés des 
^tesses angulaires, et que ces vitesses atteignent aujourd'hui des grandeurs 
^considérables, pour les locomotives et certaines machines fixes. 



1 38 DTN4MIQUE. 

C'est pour cela qu'on arme les roues de contre-poids qu'on 
cherche à disposer de manière à atténuer autant que possible 
ces effets désastreux des forces d'inertie; mais l'équilibrage de 
ces forces ne paraît pas réalisable au moyen d'une disposition 
simple. 

Expérience de M. Foucault, — Calculons au moyen de nos 
formules (8) les pressions qui s'exercent sur les supports 
d'une roue pesante, dont l'axe horizontal est un axe principal 
d'inertie, qui contient le centre de gravité G. La seule force 
extérieure est la pesanteur M^, que nous prendrons parallèle 
à l'axe des x {fig* 26). 

Fig. 25. 
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Ai 



œ 



Conservons les mêmes notations que dans le cas général, 
et désignons par A' la hauteur du centre de gravité, au-dessus 
de l'origine. L'arbre étant maintenu fixe au moyen de deux 
supports quelconques placés en F et Fj, les relations (8) nou» 
montrent que les actions de ces supports sont verticales et 
déterminées par les équations 



(9) 



j P^-^P,/^l-^-M^/^^-=o. 



Ces équations sont les mêmes que si le corps était en repo^» 
et le poids M^ se répartit entre les supports conformém^o 
aux règles de la Statique. 
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Pour vérifier ce résultai, faisons reposer l'extrémité E sur 
[1 appui fixe, dont nous indiquerons plus lard la disposition 
articulière {fig^ 26), et soutenons Textrémité F au moyen 



Fig. 26. 




Un fil accroché au plateau d'une balance. On reconnaît, 
'une part, que le fil ne tend nullement à dévier de la verti- 
^le; d'autre part, que le poids qu'il faut mettre dans le 
'^uxième plateau de la balance, pour maintenir l'équilibre, 
st indépendant de l'état de repos ou de mouvement du corps. 

Cela posé, M. Foucault a observé que, si l'on brûle le fil de 
Manière à rendre brusquement la liberté à l'extrémité F, le 
orps ainsi placé en porte-à-faux ne tombe pas : seulement le 
*oint F décrit lentement un cercle horizontal autour du point 
^sté ^\iL^ E (*). Nous expliquerons plus tard cette expérience 
^marquable; nous nous contenterons, pour le moment, de 
ïire observer que notre calcul des forces d'inertie suppose 
ssentiellement que l'axe reste fixe. Du moment qu'il n'en 



( * ) Pour laisser à ce mouvement la liberté de se produire, le support est 
'ï^miné par une sorte de godet, dans lequel repose un crochet fixé à l'axe FE. 
'Stte disposition permet de donner à l'arbre une inclinaison quelconque, au 
moment de l'abandonner à lui-même; alors l'axe conserve cette inclinaison et 
^®crit un cône de révolution autour dé la verticale du point E. 
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est plus ainsi, nos calculs et nos raisonnements ne signifient 
absolument rien et ne peuvent plus nous fournir la moindre 
indication sur les phénomènes. 



§ XVI. — Rotation d'un corps autour d'un point fixe. 

Le problème général qu'il s'agit de résoudre est le suivant: 

Un corps solide^ mobile autour d'un point 0, et animé 
actuellement d'une rotation 01, est soumis à l'action d'un 
couple K, situé dans un plan quelconque; on demande de 
déterminer quels changements subiront dans la suite des temps 
la direction et la grandeur de la rotation instantanée. 

Pour chercher l'effet du couple, nous pouvons, en vertu du 
principe de Galilée, faire abstraction du mouvement acquis. 
Gela fait, nous ramènerons aisément le cas actuel au cas où 
le corps avait un axe fixe, en considérant d'abord un couple 
perpendiculaire à un axe principal. 

Bffet d'un couple situé dans un plan principal. — Quand un 
couple agit perpendiculairement à un axe principal maintenu 
fixe, N étant le moment de ce couple et H le moment d'inertie 
du solide, nous savons en premier lieu que le solide reçoit, 
pendant un élément de temps dt, une vitesse angulaire infi- 
niment petite 

N 

( l) Û?W = 77 dt. 

En deuxième lieu, si l'on calcule au moyen du principe de 
d'Alembert [ou des équations (8) que nous avons trouvées 
dans le cas où les forces extérieures sont quelconques] les 
efforts qui s'exercent sur les appuis fixes de Taxe, on trouve 
que, si l'axe est principal au point où il repose sur l'un de ce? 
appuis, l'autre support n'est nullement chargé, pas plus que 
dans le cas où aucune force extérieure n'agissait. 

Il suit de là que l'effet du couple est absolument indépen-^ 
dant de la présence ou de l'absence d'un deuxième support; 
et cet effet est de communiquer au solide une rotation donnée 
par l'équation (i) autour de l'axe du couple qui se ûxe spon- 
tanément, en vertu de son caractère d'axe principal. 



osl plus ainsi, nos calculs cl i.->s . 
absolument rien et ne poM\ri;i .. 
indication sur les phénoiiirnr 
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§ XVI. — Rotation i»! -■ 

Le problème général q::'' 

Un corps solidr, ///"'.'■ 
actuellement d'anv rotaff'*-' 
couple K, silur ditn-i , 
déterminer queh du if- 
la direction et la :," 

Pour chercIuM- i'<î^" • • 
[)riiicipe de (ialilér, i'-' i 
Cela tait, nous r;rn;r-". - • 
le corps avjiil ww . 
|KM[)endiciiiai!'(* ;: 

Effet d'u n coiti > ' ' 
couple airit ]»ci'!> ■ '" 
li\e, N élaiU î;^ î = 
(lu soIkIc, M:- ■ 

j)Cll(lailt :: . 

iiiniciil ; - - 

( I) 

i - 

r 



' ouple défini par lesq 

:.iv cosinus des angles 
. . »voç les trois axes de le 
- .-arj'aces du second ordre 

.\ . osiiuis des angles faits ; 

■ ' i^'onjugué au plan (L, M, 

million produite par un ccn 
.. C'Mncide avec le diamètre i 
.> r ellipsoïde central. 

Si Ton considère un solide 

M\ couple dont l'action ned 

. i, on trouve la rotation finie 

.0. en intégrant les équations 
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M.'.ic«'iiK'iil (lo (!(» paragraphe. Nous connaissons mainlc- 

' mouvement qui résulterait de Faction du couple sur 

! I»s (»ii n*pos; et nous savons qu'il faut, pour obtenir la 

iiM réelh* du solide, composer ce mouvement avec celui 

<■ '(ups, animé d'une rotation donnée, prendrait s'il était 

.MidoiHié à lui-mùme et soustrait à l'action de tout effort 

\irrieur, abstraction faite de la réaction du point fixe. 

<M- nous n'avons encore aucune notion sur la manière de 

«trnniner ce dernier mouvement, lequel doit être regardé, 

l'Iativemcntà un corps mobile autour d'un point fixe, comme 

analogue du mouvement recliligne et uniforme d'un point 

lalériel libre. 

Nous savons seulement que, quand l'axe instantané n'est 
as l'un des trois axes principaux du point fixe, la rotation du 
)rps abandonné à lui-même ne reste pas constante ni en 
rondeur ni en direction. Soient 01 l'axe instantané {fig. 27), 

Fig. 27. 
*T - ;it 
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)r la rotation que le corps prendrait naturellement dans 
'instant suivant, OÇ la roUtion infiniment petite produite 
?ar le couple : on obtiendra l'axe effectif de rotation en com- 
posant OC avec or. 

I-a question qui doit donc nous préoccuper actuellement est 
celle du mouvement d'un, solide fixé par un point et libre de 
toute action extérieure. Nous allons exposer en détail la solu- 
tion élégante que Poinsot a donnée de ce problème impor- 
lanl; mais auparavant il sera convenable de donner les for- 
ovules générales du mouvement de rotation d'un solide soumis 
Nés forces quelconques. 



l44 DYNAMIQUE. 

Équations générales de la rotation des corps. 

Le principe de d'Alembert fournit des équations d'équilibre 
qui doivent suffire à déterminer le mouvement du solide. 
Dans le cas qui nous occupe, ces équations se réduisent à 
trois, qu'on obtient en égalant à zéro la somme des mo- 
ments des forces extérieures et des forces d*inertie autour 

de trois axes rectangulaires fixes passant par le point : 



Z > - Y^ 



(0 



2f d'^z d*y\ 



Ces équations contiennent un nombre infini de variables 
inconnues, à savoir les coordonnées ^,/, z de tous les points 
du corps mobile. Mais on réduit ces variables au nombre de 
trois, en exprimant que la figure formée par tous les points 
mobiles reste invariable pendant le mouvement de Tensemble. 

Pour cela, faisant abstraction du solide lui-même, nous sui- 
vrons le mouvement de trois axes rectangulaires fixes relati- 
vement à ce corps O^i, O/i, O^i, axes par rapport auxquelles 
coordonnées de tous les points du corps sont des constantes. 
x'y y y z s*expriment en fonction des constantes ^i, j,, Zi et de 
trois quantités variables seulement, à savoir les angles 0, ^f 9, 
qui déterminent la position des droites mobiles O^i, O/i, 
Ozi, par rapport aux axes fixes 0^, 0/, 0^. En effectuant le 
changement de variables par les procédés ordinaires de l'Al- 
gèbre, on aurait les équations du mouvement. 

Seulement cette marche naturelle conduit à des calculs 
très longs, qu'on évite en appliquant le théorème de la page 80, 
dont la forme géométrique nous dispense de transformations 
analytiques, plus ou moins équivalentes à celles qui nous 
ont fourni ce théorème. 

Concevons donc qu'on mène par le point ijig' 28) trois 
axes rectangulaires Ox, 0/, 0-s, fixes d'une manière absolue, 
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ixes 0^1, Oj„ 0^1, fixes par rapport au corps solide 
inés dans son mouvement; enfin soit OG l'axe du 

Fig. 28. 




résultant des quantités de mouvement. Pour avoir des 
s plus simples, nous supposerons que Oa^j, O/i, 0«i 
les trois axes principaux qui correspondent à Tori- 

3Sons-nous d'abord de chercher les projections de OG 
trois axes mobiles. 

ne la grandeur et la direction de la ligne OG dépendent 
[nent des vitesses des différents points du solide, nous 
s regarder le mouvement comme une rotation effec- 

conformément à nos notations habituelles, nous dési- 
5 par les lettres /?, ^, r les composantes de cette rota- 
vant les axes Oo^,, O7,, Qz^, 

posé, le moment par rapport à un axe quelconque de 
tilé de mouvement mi^ d'un point du solide est égal à la 

des moments des composantes de mv relatives aux 
)tations /?, ^, r; donc le couple résultant OG peut 
ir par la composition des couples partiels correspon- 
3r, Oa?! étant un axe principal, l'axe du couple résul- 
if provient de la rotation p^ coïncide en direction 
2?,, et sa grandeur est représentée par le produit 

A/?, 

: le moment d'inertie du corps autour de l'axe prin- 

rotations 7, r donneront de même, autour des deux 
UI. 10 
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autres axes principaux, 

Bq, Cr; 

et Ton conclut des raisonnements qui précèdent que l'axe OG 

a pour projections, respectivement sur les trois axes mobiles 

0^1, Oji, Oz^, 

kpy B^, Cr. 

Connaissant ainsi les coordonnées du point G par rapporta 
trois axes dont le mouvement est bien défini par les quantités 
/?, q^ r, nous pouvons trouver la vitesse absolue de ce pointG; 
et, en exprimant que cette vitesse est égale et parallèle à Taxe 
du couple résultant des forces extérieures, nous obtiendrons 
trois équations qui sont celles du mouvement de rotation. 

Soient L, M, N les sommes des moments des forces données 
relativement à O^i, O/i, O^^i; ces quantités sont aussi les 
projections de Taxe du couple résultant sur les mêmes axes. 

Quant à La vitesse du point G, elle se compose : 

1° De la vitesse relative aux axes mobiles, vitesse dont les 
composantes sont les dérivées par rapport au temps des coor- 
données relatives A/?, B^, Cr : 

dp dq dr^ 

^'dV ^W ^Tt' 

i"" De la vitesse d'entraînement, provenant de ce que les 
axes 0^1, O/i, O^i sont animés d'un mouvement de rotation 
défini parles quantités/?, 7, r. Or nous avons trouvé en Ciné- 
matique que les projections de la vitesse d'un point dont les 
coordonnées sont Xi, Yj, Zi ont pour valeurs 

(^^., = rX,--/?Zi, 
^^i=pY, —7X1. 

En remplaçant, dans ces expressions, Xi, Yi, Zj par les coor- 
données A/?, B^, Cr du point G', on trouve pour les projec- 
tions de la vitesse d'entraînement 

(C-B)^/', 
(A-G)r/>, 
(B-A)/7^. 



\ 
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On a donc enfin pour les équations cherchées 

L=A^ + (C-B)qr, 

N=G^ + (B-A)/>y. 

w Ces équationSy qui portent le nom adéquations d'Euler, sont 
ka premier ordre par rapport aux inconnues /?, 7, r; elles 
instituent le premier groupe des équations du mouvement 
%e rotation. 

Un deuxième groupe nous sera fourni par les trois équa- 
|;Ions différentielles suivantes, établies en Cinématique, 

p=sm(psm9^4-cos(p^^, 

vo) < 7 = cos(psine/ —^ — sinç -t-> 

do ^ dû^ 

Le problème général de la rotation des corps se trouve 

gdnsi ramené à des termes purement analytiques, c'est-à-dire 

irintégration de six équations simultanées du premier ordre, 

lire les variables 6, ^, cp et les auxiliaires/?, g, r, dont nous 

)Dnaissons la signification géométrique. 

Nous allons maintenant discuter un certain nombre de cas 
IjMirticuliers du problème, en commençant par celui où les 
'forces extérieures sont toutes nulles. 



Élude géométrique du cas ou il n/y a pas de forces extérieures. 

Si l'on voulait traiter le problème analytiquement, il fau- 
drait faire dans les équations (2) 

L=:o, M=:o, N = o; 

on aurait ainsi trois équations qui ne contiennent plus que les 
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inconnues /?, ^, r et qu'il est très facile d'intégrer isolém( 

A^4-(G-B)^r.=zo, 

(4) {B^+(A-C)77?=o, 

Une fois les valeurs de /?, 7, r connues, les équations (3] 
servent à calculer les angles B, 4^, 9, qui déterminent à chat 
instant le lieu du corps par rapport à trois axes fixes. Lesffl 
mules générales ont été données par Jacobi (*); elles soi 
assez compliquées. 

Mais Poinsot a su donner une grande élégance à la théoi 
de la rotation d'un corps qui tourne autour d'un point fixe 
vertu d'un mouvement acquis, et sans Tintervention d'aucanej 
force; il a tiré toutes les propriétés de ce mouvement 
théorèmes généraux de la Dynamique, par une série de 
ductions qui sont de la Géométrie pure. 

Pour avoir l'image la plus nette et la plus précise du mou*i 
vement, il faut, considérant les trois axes principaux donlj 
l'origine commune est le point fixe, se représenter sur ces' 
axes l'ellipsoïde central des corps; quant à la figure de ce 
corps lui-même, elle est tout à fait indifférente, du moment 
que l'on connaît un système de trois axes principaux et les 
moments d'inertie qui correspondent à ces trois axes. 

Cela posé, l'application du théorème des aires, aucune force 
extérieure n'agissant sur le corps que nous étudions, nous 
donne en premier lieu la propriété suivante : 

Théorème I. — L'axe du couple résultant des quantités de 
mouvement conserve dans V espace une grandeur et une direc- 
tion fixes. 

Or A/?, B^, Cr sont les projections de cet axe sur les axes 
mobiles; ces quantités ne sont pas constantes, puisque ce sont 
les projections d'une grandeur fixe sur des directions qui va- 



(») Journal de ^lathémaiiques pures et appliquées, r« série, t. XIV, p. SS;. 
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■fient. Quoi qu'il eu soit, la somme des carrés des projections 
p'une même droite sur trois axes rectangulaires, fixes ou 
Énobiles, exprime toujours le carré de la longueur de cette 
■Iroite. On a donc, en désignant par G une constante qui re- 
iprésente Taxe du couple résultant, une première intégrale 
«3es équations (i), en écrivant 

intégrale qu'on aurait pu tirer des trois équations (4) en les 
ultipliant respectivement par A/?, Bq, Cr, faisant la somme 
intégrant. 

■ En deuxième lieu, le principe des forces vives nous fournit 

I41 propriété que voici : 

Théorème II. — La force vive du solide reste invariable dans 
fte mouvement. 

Si Ton désigne par w la vitesse angulaire, par H le moment 
^â'inertie, et par F une constante arbitraire, l'intégrale des 
forces vives est 

(6) Hw« = F; 



(*) Cette équation exprime seulement que la grandeur de l'axe du couple 
Hsultant des quantités de mouvement est invariable. Nous pourrions obtenir 
^antres intégrales en écrivant que la direction de l'axe est aussi constante. En 
t<tfet. 



cos G, a?, = -rf > 



cosG,j,= -^, 



Cr 



Donc 



cos G, z, = -j^ • 



~ Art;? -f- BaV -t- Ga^r 

cos G, x= —■ = const., 

■z kbp-hBb'q -x.Q,b''r 

cos G, }'= j^ = const., 

•^ (i 

Kcp -h Bc'y-f- Q.c'r 



cos G, z~ —- — '■ = const. 

u 

Sealement, ces intégrales nous seront inutiles pour le moment, parce qu'elles 
M>ntiennent, outre les composantes Pf q^ r, les angles 0, 9, 4^, dans les expres- 
sions de a, a\ c^ ^ .... 



. , „,. vwic J'u\e iiislantané fait ^^r^:: le 
, i.iiiii li'S cosinus sont égaui i =-■ 
{ .>f'!iio relatif à une droite /. i- ; 

■ i ^ V V o>- }. : B cos*/jL + C cos- V. 

! ') sous la forme 

^^.f,..i.t .1 -.1 '^1 Ml luciue résultat en multipliai:: If:^ 
n^!;in» , . lî. ■ tni,iiious( 'i) par/?, ^, rrespeclivemei:-.. :" 

.-■I )l*l' 4IM' • t . îi 1 t'^l'itlll • 

., .. . .... ,1 iK...i'>sion dos intégrales (5; et 7 . oz. i: 

■. i . ,1 iituii ru liranl do cos deux équations IzS ' 
.1. j. .. I. ^ . i nli^iiluaiil 00s valeurs dans la troisIêiiT 

'i i.Mu'iidraii ainsi -- en fonction de r. if^ 

,i. . ■ .. n . V. I». y. ol dos constantes F. G. intrcô.:.". 
,,. .1, ... ... iiiiii'i'i'^ iulOi;raliv^ns, c*os:-Jï-i:re q'je Wz. -' 

!• .,.. I . ih'. lui'i' mioviaadraturepjiirrfvoir l'eipressi:*: 

« 11- ■ i-\[»i\'.s "Nions do :* 0: de ._: er. foL'itioi; du It-r 

' . . . , ■ 1 1 . , ' * I» u' . 1 1 o> i \; :"ô :r. e iVi •: v. : s '. ir. : * r i e ir-: -ûtt 
.. III. .11 i.«îiiv'> los t^voyriv" :-:s i- r-:'-'»r2iri.î. iu: 

• • * 
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an (c'est-à-dire l'axe du couple résultant des quanlilés de 
lOuvement du solide) et 01 le rayon mené du centre au point 
e contact : la ligne 01 n'est autre chose que Taxe instan- 
mé de rotation (p. 129), ou, pour parler le langage de 
[. Poinsot, le point I est le pôle de la rotation instantanée, 
la surface de Tellipsoïde central. 
Continuons à désigner par/ l'angle POI; nous avons trouvé 



COSi = 



G 



Dr, si nous faisons attention que H w' est une constante en vertu 
[îu principe des forces vives, et que G est également une con- 
stante en vertu du principe des aires, nous concluons de 
Téquation précédente 

(8) û) cos/=r const. 

Théorème III. — La composante de la rotation instantanée, 
perpendiculairement au plan invariable^ reste constante. 

Ainsi, quand un corps abandonné à lui-même tourne autour 
d'un axe qui n'est pas un axe principal d'inertie, la grandeur 
de la rotation varie à chaque instant, ainsi que la direction de 
Taxe autour duquel elle s'effectue; mais la projection de cette 
rotation, perpendiculairement au plan invariable, reste con- 
stante. 

Faisons 

01 =w, OP=A = wcos«; 



le moment d'inertie H est proportionnel à -^> en vertu de la 
définition de l'ellipsoïde. On conclut de cette remarque et de 
l'équation (6) que le rapport — est une constante; et, comme 

Ce* 

BOUS venons de voir que la projection wcost est aussi une 
constante, il en est de même de la quantité u cosi, c'est-à-dire 
de la distance A, du centre de l'ellipsoïde au plan qui touche 
cet ellipsoïde au pôle I. 

Théorème IV. — La vitesse angulaire de la rotation est pro- 
portionnelle à la longueur du rayon vecteur mené du centre 
^ l'ellipsoïde au pôle instantané. 
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Théorèmb y. — Le plan qui touche l'ellipsoïde cui pâle de 
la rotation reste toujours à la même distance du centre de cei 
ellipsoïde. 

Nous arrivons à la belle propriété qui constitue la proposi- 
tion capitale de la théorie qui nous occupe. Le centre de 
Tellipsoïde dont nous voulons nous représenter le mcavement 
est fixe, et nous venons de trouver que le plan tangent enl, 
plan dont la direction est invariable, reste de plus à une dis- 
tance constante du point fixe ; donc 

Théorème VI. — Le plan parallèle au plan invariable, qui 
touche sans cesse l'ellipsoïde central au pâle instantané is 
rotation j est toujours un seul et même plan, fixe dans l'exact 
absolu. 

On se représentera donc le mouvement du corps, en conce- 
vant : i"* que Teilipsoïde central, dont le centre est mainten 
fixe, reste en contact avec un même plan, fixe dans l'espice 
absolu; 2^ qu'il tourne à chaque instant autour du rayon vectev 
qui va du centre au point de contact; S** enfin qu'il tourne atee 
une vitesse angulaire, proportionnelle à la longueur même de 
ce rayon {fi^. 29). Tel est le théorème de Poinsot (*). 

La connaissance que nous venons d'acquérir des circon- 
stances que présente le mouvement d'un solide invariable 
abandonné à lui-même sans qu'aucune force le sollicite vient 
compléter la notion que nous avions tout d'abord relativement 
à l'inertie de la matière. Nous avons admis en principe qu'on 
point matériel qui n'est soumis à aucune force se meut uni- 
formément en ligne droite. Nous savons maintenant comment 

( * ) On énonce quelquefois ce théorème en disant que Tellipsoïde roule stw 
glisser sur le plan tangent parallèle au plan invariable. D'après les priocip^ • 
établis dans la partie géométrique de cet Ouvrage, il est clair que nous ne pou- 
vons pas dire que Tellipsoïde roule sans glisser. En effet, il tourne à cha^QS 
instant autour d*un axe incliné sur le plan invariable ; cette rotation se décos- 
pose en deux, Tune autour d'un axe situé dans le plan et qui ne donne aoeon 
glissement, et l'autre autour d'un axe perpendiculaire qui donne un résulta» 
analogue à celui d'un pivot sur sa crapaudine. On peut dire, si l'on veut, (p»v 
point de contact n'a aucun mouvement de glissement, ou, avec M. Poinsot, C'a 
le corps n'a pas de mouvement de roaton; mais les points infiniment voiaiw 
glissent de la même manière qu'une jante conique infiniment petite qu'on fi^i"^ 
rait à se mouvoir en ligne droite sur un plan fixe. 
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es choses se passent lorsqu'au lieu d'un point matériel on 
ionsidère un solide invariable qui se trouve dans le même 
ias, c'est-à-dire qui n'est soumis à l'action d'aucune force. Le 
ientre de gravité de ce solide se meut uniformément en ligne 
droite, et en même temps le solide tourne autour de ce centre 
de gravité, conformément aux lois simples qui viennent d'être 
indiquées d'après Poinsot. 

Développement de la solution. 

Dans cette image si claire que nous avons donnée de la 
rotation des corps, on voit sur-le-champ toutes les circon- 
stances et toutes les variétés que ce mouvement peut offrir, 
et l'on est conduit, comme par la main, aux opérations et aux 
calculs qu'il faut faire, si l'on veut en mesurer toutes les dif- 
férentes affections. 

Et d'abord, cette suite de points par lesquels l'ellipsoïde 
central du corps vient se mettre en contact avec le plan fixe 
du couple résultant des quantités de mouvement, étant consi- 
dérée sur la surface de l'ellipsoïde, y marque la route du pôle 
instantané dans l'intérieur du corps; et les mêmes points, 
étant considérés sur le plan fixe, y marquent sa route dans 
l'espace absolu. On peut déterminer sur-le-champ ces deux 
lignes courbes, et, conformément à ce que nous avons vu en 
Cinématique, les considérer comme les bases de deux sur- 
faces coniques de même sommet, dont l'une, mobile comme 
le corps, roulant sur l'autre qui est fixe dans l'espace absolu, 
donnerait à ce corps le mouvement précis qui l'anime. 

De la courbe décrite par le pôle instantané de la surface de 
l'ellipsoïde central. — Pour trouver cette courbe, qui est à 
double courbure, et que nous désignerons par {s), il n'y a qu'à 
chercher la suite des points par lesquels un ellipsoïde aux 
Payons principaux a, b, c serait touché par un plan assujetti 
à rester toujours à une même distance donnée h du centre de 
cet ellipsoïde, ou, ce qui est la même chose, la suite des 
points de contact avec l'ellipsoïde d'un plan qui se mouvrait 
en touchant à la fois cet ellipsoïde et une sphère concentrique 
^u rayon donné A. Or il est clair que cette courbe {s) est un 
orbe fermé, à double courbure, espèce de roue elliptique dont 
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Taxe ou Tessieu est, ou le rayon majeur a de rellipsoïde cen- 
tral, ou le rayon mineur c, selon que le rayon h de la sphère 
est donné plus grand ou plus petit que le rayon moyen h de 
cet ellipsoïde. 

C'est, au reste, ce qu'on peut voir par le calcul le plus 
simple; en effet, Téquation de la surface de l'ellipsoïde étant 



s ^A '«S 



^\ . y\ 



la distance du centre au plan tangent est exprimée par 



• V/-T -^Tf + 4 

y a* b* c* 



^i> yu ^1 désignant les coordonnées du point de contact. En 
égalant cette expression à la distance donnée A, on a la 
seconde équation du lieu décrit par le pôle 

/,^\ ^1 _i_ .^1 _j_ ^1 ' 

^ ' a^ b^ & /i* 

d'où, en éliminant tour à tour, au moyen de la première, 
chacune des trois coordonnées ^i, /i, s,, on tire les équations 
suivantes : 

b'^ — a' , c'^—a^' , h^ — a*' 
b' -^^ ' c* "^ ~" h^ 

, c^—b^ , a^-b^ ^ h^ — ^2 



c^ * ' a* » h 



t 



à^ — c^ 2 ^2 — c^ ^ __h} — c^ 

qui donnent les projections de la courbe sur les trois plans 
principaux. 

Des variétés que la courbe {s) peut offrir dans certains cdS 
particuliers. — Prenons deux plans de projection {Jig" 3o)' 
l'un, le plan horizontal, parallèle au plan ^iji, l'autre, 1^ 
plan vertical, parallèle à ^i-c,; enfin, prenons encore un iroi' 
sième plan auxiliaire parallèle au plan ^i/i, que nous rabat- 
trons sur le plan horizontal. 

Sur le plan vertical, l'ellipsoïde aura pour contour apparent 
une ellipse dont les axes sont 2a et 2c; en projection hori' 



s IV. — DVNAIIIQUS DES SOUDES lATABlABLES. ID5 

)se aura pour axes 2a et 2Z1; enfin, sur le plan 
axes de l'ellipse seront 26 et ac. 

Fig. 3o. 




le dépend, comme on voit, que de quatre para- 
rois demi-axes de l'ellipsoïde central qui sont 
nature du corps, et ensuite la hauteur h du 
isus du plan tangent invariable, laquelle est 
i direction de l'axe du couple résultant des 
louvement. 

i que cette courbe peut offrir pour un même 
ndent donc que des valeurs particulières qu'on 
a la constante k, 

le, étant la distance du centre de l'ellipsoïde à 
ms tangents, est nécessairement intermédiaire 
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entre le plus grand et le plus petit rayon de Tellipsolde. De 

sorte que, les trois rayons a, b, c étant rangés dans cet otibé 

de grandeur 

a > ô > c, 

qui répond pour les moments d'inertie principaux & Foidie 

inverse 

A<B<C, 

on ne peut avoir à distinguer que deux cas généraux : Agouh 
pris entre a et b^ et h compris entre b eic; ensuite deoicii 
particuliers : h^=aj A = c, et enfin un cas singulier : A=*. 

On voit que, sur le plan j?,7i et sur le plan j^i^t, les courbe» 
projetées sont toujours des ellipses semblables, car les coef* 
ficients des carrés des variables sont toujours de même sigae 
et sont indépendants de A. Au contraire, sur le plan des 5|«ii 
on a des hyperboles ayant toutes les mêmes asymptotes, é 
dont la position, par rapport à ces asymptotes^ dépend da 
signe de la quantité A* — 6», laquelle peut être positive, nulle 
ou négative. 

Supposons d'abord A = 6. La deuxième équation (ii) reprf- 
sente deux droites qui sont les traces, sur le plan â?|Si, de 
deux plans perpendiculaires à celui-ci, lesquelles coupent 
l'ellipsoïde suivant deux ellipses ayant pour axe commun 
Taxe moyen de l'ellipsoïde. Ces ellipses sont inclinées sur le 
plan ^i7i d'un angle donné par la formule 



(,2) tangO^zz-y/^,— ^, 

en projection horizontale; elles ont pour projection commune 
une ellipse dont l'un des axes sera 6, et l'autre la projection 
de Taxe de Tellipse dans l'espace, axe qu'on trouvera hdl^ 
ment à Taide de l'équation de l'ellipsoïde et de la valeur de 
tangO. 

Ceci posé, quand A sera différent de 6, on aura, sur le 
plan XiZiy des hyperboles, ou plutôt des arcs d'hyperboles 
ayant pour asymptotes les projections des ellipses singulières* 
et suivant que A sera plus grand ou plus petit que b, ces hype^ 
boles seront situées dans un des angles des asymptotes ou 
dans Tautre. Sur les plans ar, Vj et Ziyi, les projections d^ 
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►urbes sont des ellipses semblables aux ellipses singulières/ 
outes celles qui se projettent à l'intérieur de celles-ci sont 
alières : les autres n'ont que deux arcs à Tintérieur; le reste 
>rt de Tellipse principale et constitue les parties parasites 
es courbes. 

Dans les deux cas particuliers de A = a et A == c, la courbe 
e réduit à un point qui est le sommet A ou le sommet C de 
'ellipsoïde central ; quand le pôle occupe l'une ou l'autre de 
îes deux positions, le corps tourne uniformément autour de 
l'un ou de l'autre des deux axes principaux 2^5 ou 2 c, lequel 
axe demeure immobile dans l'espace absolu. 

On pourrait remarquer que la courbe {s) est en quelque 
sorte double; car, tandis que le pôle instantané I décrit cette 
courbe (s), il est évident que le pôle opposé F en décrit une 
autre (s'), parfaitement égale à l'autre partie de l'ellipsoïde; 
mais il suffît d'en considérer une seule. 

On voit que cette courbe à double courbure a, comme une 
ellipse, quatre sommets principaux où elle est divisée en 
quatre parties égales et symétriques, et il est évident que ces 
sommets sont les quatre points où la courbe traverse les deux 
plans principaux conduits par l'axe qui lui sert comme d'es- 
sieu : c'est en ces points que le rayon vecteur 01 atteint des 
valeurs maxima ou minimay comme il e&t facile de le voir en 
cherchant le maximum de l'expression 

où les variables x^^ y^, z^ sont liées par les équations (9) 
et (10). 

De la courbe décrite par le pôle instantané dans l'espace 
absolu. -— La courbe {s) que le pôle instantané I de la rotation 
trace à la surface de l'ellipsoïde central étant ainsi déterminée, 
il est facile de trouver la courbe (a) que le pôle instantané 
décrit sur le plan fixe; car, en considérant l'orbe fermé {s) 
comme la base d'une surface conique dont le sommet est au 
centre de l'ellipsoïde, il est clair que, pendant le mouve- 
ment du corps, ce cône tourne sans cesse autour de sa géné- 
ratrice 01, en appuyant le contour de sa base sur le plan fixe. 
Cl qu'ainsi ce contour (5) y trace en roulant la courbe plane (a), 
que le pôle instantané décrit dans l'espace absolu. Les arcs 
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infiniment petits da de cette courbe plane sont donc égaux 
aux arcs successifs ds de cette roue mobile {s) qui les pro- 
duit; de sorte que, si Ton a Téquation de celle-ci, entre la 
longueur s de son arc et son rayon vecteur w, il suffit d'y 
changera en o- pour avoir l'équation de la courbe (a) entre 
son arc et le même rayon u émané du centre de l'ellip- 
soïde. 

Mais, comme cette courbe (a) est plane, si l'on aime mieux 
la rapporter à des rayons vecteurs v émanés d'un point pris 
dans le plan même de la courbe, on peut choisir pour ce nou- 
veau centre le pied P de la perpendiculaire abaissée du 
centre de l'ellipsoïde sur le plan fixe que Ton considère 
{Jig^ 29); et alors il suffit de changer u Q\i\Jh^->rv^ dans 
l'équation dont il s'agit. 

Le rayon vecteur v de la courbe plane (a) n'étant autre 
chose que la projection du rayon u de la roue {s) dont les élé- 
ments ds viennent s'appliquer l'un après l'autre sur le plan 
pour former les éléments égaux dtj de la courbe plane (a), il 
est clair que le rayon p va, comme le rayon w, d'un maximum 
à un minimum, de ce minimum à un 7waJ?i:m^^/n suivant, égal 
au premier, et ainsi de suite à l'infini : et cela par des inter- 
valles (ou longueurs d'arc a) égaux entre eux, et au quart de 
la génératrice {s). Donc : 

La courbe (o") décrite par le pôle instantané dans V espace 
absolu est une courbe plane régulièrement ondulée autour 
d'un même centre, c^est-à-dire une courbe formée par une 
suite d'ondes égales et régulières, dont les sommets sont équi- 
distants, et qui serpente à Vinfini entre deux cercles concen- 
triques dont elle va toucher alternativement l'une et l'autre 
circonférence {fig* 3i). 

Si l'angle au centre, qui répond à deux sommets consécu- 
tifs supérieurs ou inférieurs de la courbe ondulée ((t), est 
commensurable avec quatre angles droits, et qu'on désigne 
par n le plus petit nombre entier de cercles que cet angle ou 
ce secteur mesure, la courbe (o-) se fermera, et le pôle qui 1* 
décrit reprendra exactement sa première route, après avoir 
fait n fois le tour entier de l'espace angulaire. Mais, comm^ 
l'intervalle de deux sommets consécutifs du même nom n© 
répond qu'à une moitié de l'orbe mobile {s), il est clair qu'il 
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Cas singulier : h^=zh, — Dans le cas singulier de h égal au 
rayon moyen h de Tellipsoïde central, la courbe {s) ne se 
réduit pas à un point; car la surface de Fellipsoïde, outre le 
pôle moyen B, où le plan tangent est à une distance A := ^du 
centre 0, il y a une infinité d'autres points où le plan tangent 
se trouve à cette même distance h du centre de cet ellipsoïde, 
et la suite de ces points forme deux ellipses égales, dont les 
plans se croisent suivant Taxe moyen 2 6, et sont inclinés au 
plan principal ah d'un angle dont la tangente est 






~" a* V ^« — c« 

de sorte que ces deux ellipses, qui ont pour leur commun 
petit axe la ligne 26, ont pour leur grand axe (*) une ligne 

(i3) 2[3==2y/a^ + c'-^; 

c'est ce qui se voit sur-le-champ par les équations de l'orbe (5), 
en y supposant A = 6. 

Dans ce cas singulier de A = ô, la courbe (a) est donc pro- 
duite par le mouvement de l'une {s) de ces deux ellipses dont 
on retiendrait le centre immobile en 0, à une hauteur h au- 
dessus du plan fixe, et dont on ferait rouler la circonférence 
sur ce plan, avec lequel on l'aurait mise en contact. Or il est 
aisé de voir que, dans ce cas, la courbe (ct) décrite par le point 
de contact est une ligne spirale qui va en tournant autour du 
centre P et s'en rapproche sans cesse de plus près que tout 
ce qu'on voudra, comme d'un point asymptotique, sans pou- 
voir jamais l'atteindre {fig* 32). Cette spirale, considérée 
dans toute son étendue, est une courbe symétrique à gauche 
et à droite d'un certain point qui la divise en deux parties 
égales. Car, en revenant sur ses pas, en faisant rouler l'ellipse 
en sens contraire, le rayon vecteur v revient en augmentant 
jusqu'à une certaine valeur 



(' ) Il est facile de s'assurer que l'axe égal à 2 p est toujours le plus gr 
de sorte que nos asymptotes sont toujours au-dessous du plan des sections ci^ 
culaires. 
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t son maximum; après quoi, il diminue par les mêmes 

5, de sorte que son extrémité I décrit de Taulre côté 

* 

Fig. 32. 




urale égale à la première et qui fait comme la moitié 
ourbe entière et continue (ct) dont il s'agit. Cette courbe 
i un sommet, à gauche et à droite duquel elle jette deux 
les égales qui vont, en sens contraires, tourner en spi- 
lulour d'un seul et même centre P; et quoique chacune 
branches fasse un nombre infini de révolutions autour 
centre sans jamais l'atteindre, la longueur totale de la 
î est finie et égale à la demi-circonférence de l'ellipse 
te qui la produit. 

)ôle I, qui décrit cette spirale de longueur finie, ne 
imais la parcourir dans toute son étendue : quelque près 
le suppose déjà du centre P dont il s'approche, il lui 
icore un temps infini pour achever le petit arc qui reste 
ire, ou, pour parler exactement, il ne pourra jamais 
^er. 

s ce cas singulier du mouvement des corps, le pôle 
lané de la rotation est donc un point toujours nouveau, 
s le corps, et dans l'espace absolu; je veux dire que, 
e cours infini de la rotation, le pôle ne peut jamais 
r au même lieu, ni dans le corps, ni dans l'espace, quoi- 
le décrive qu'une ligne finie, et dont la longueur serait 
u plus égale à la demi-circonférence de l'ellipse, en sup- 
TU. 1 1 
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posant le temps infini, non seulement après, mais encore 
avant l'époque que Ton considère. 

Tel est le mouvement du pôle quahd on suppose hrrz b, 
c'est-à-dire quand le plan du couple résultant des quantités 
de mouvement touche l'ellipsoïde central en un point qui 
appartient à l'une ou à l'autre de ces deux ellipses singu- 
lières dont nous venons de parler. 

Mais s'il arrivait que le plan touchât précisément au pôle 
moyen B où se croisent ces deux ellipses, le pôle I, qui se 
confondrait alors avec B et le centre fixe P, resterait parfaite- 
ment immobile, et le corps ne cesserait de tourner uniformé- 
ment autour de l'axe moyen OB, comme il ferait autour de 
l'axe majeur OA, ou de l'axe mineur OC, si le plan du couple 
était tangent au pôle A, ou du pôle C de l'ellipsoïde. En effet, 
il n'y aurait aucune raison pour que le pôle ï, qui ne peut 
décrire à la surface que l'une des deux ellipses dont on vieni 
de parler, et qui tombe en ce moment à l'extrémité B de leur 
axe commun, décrivît Tune plutôt que l'autre de ces deux 
ellipses parfaitement égales et symétriques; d'où Ton voit 
qu'à la rigueur l'axe moyen de l'ellipsoïde central est, comme 
les deux centres, un axe permanent de rotation. 

Mais il y a cette différence, c'est que, autour de cet axe 
moyen, la rotation n'a point de stabilité : je veux dire que, 
pour peu que le pôle I, en vertu d'un petit couple étranger 
appliqué au corps, vienne à s'écarter du pôle moyen B, il 
tendra à s'en écarter davantage, s'en allant alors décrire, à la 
surface, un orbe elliptique (5), soit autour du grand axe, soit 
autour du petit axe, selon que ce déplacement accidentel du 
pôle aura fait augmenter ou diminuer la distance h du plan 
tangent; et si le déplacement est tel que h n'ait pas varié de 
grandeur, le pôle ira décrire l'une ou l'autre de ces deux 
ellipses singulières que nous avons considérées. 

Il n'y a qu'un seul cas où le pôle I, étant écarté du pôle 
moyen B de l'ellipsoïde, tendrait à y revenir : c'est le cas où 
le pôle I serait porté sur la circonférence de Tune des deux 
ellipses du côté où le sens de la rotation tend à le ramener 
vers B. 

S'il est porté sur la même ellipse, mais de l'autre côté de 
son sommet B, il s'éloignera indéfiniment de ce pôle moyen B, 
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!ii|»s iiilini, sur le pôle opposé B' 

««* cas, qui est unique, comme 

«I ' «ini, an commencement, touchait le 

..• jn<». ;ii B, le toucherait à la fin par le 

: ! ■ sorte que la position du corps se 

■ !'i renversée dans l'espace. C'est le plus 

i'ic i'ini])ulsion d'un petit couple étranger 

I- la j)osition d'un corps qui tourne acluel- 

.«' nioyeii; car, siiepôie estdéplacéde toute 

iir la surface de l'ellipsoïde, il va décrire, 

vi, IN) orbe fermé (s), soit autour du grand 

m: (hi jiciit axe; et, par conséquent, s'il s'écarte 

;M.i ' Miovon B, il s'en rapproche ensuite, et revient 

•il h' ni j)asser à la môme distance de B sur la sur- 

•• !;i incnie distance du centre fixe P, dans l'espace 

.1 «Micore une autre variété de la courbe ((t) que le pcMe 
î îiié peut décrire dans l'espace; mais elle n'est plus re- 
» la valeur particulière qu'on suppose à la ligne don- 
' // : t'Ile dépend uniquement de l'espèce de ce corps, c'esl- 
irc de la proportion des axes a, b, eue Tellipsoïde central. 
i le corps est un de ceux qui ont deux de leurs trois mo- 
nts principaux d'inertie égaux, il est alors de révolution, 
ce qu'on appelle un sphéroïde : sphéroïde allongé, si l'axe 
révolution (ist plus grand que le diamètre de l'équaleur, 
aplati v(»rs les pôles si cet axe est plus petit. Dans l'un et 
tre cas, il est évident que la route (.ç) du pôle à la surface 
sphéroïde est un cercle autour de l'axe de ce sphéroïde, et 
conséquent la route (a) du pôle sur le plan fixe est aussi 
cercle autour de l'axe du couple résultant des quantités de 
uvemenl. C'est un des cas les plus simples de la rotation 
5 corps, parce que tout y est circulaire et uniforme. Cepen- 
tu, il faut encore remarquer que, si la circonférence du 
rcie roulant {s) n'est pas commensurable avec celle du 
n;le fixe (cr), le pôle instantané ne i»eut jamais revenir au 
«^me lieu dans le corps et dans l'espace tout à la fois. 
Enfin, et c'est ici le cas le plus simple de tous, si les trois 
oineius d'inertie sont égaux, l'ellipsoïde central devient une; 
'^ère, l'axe instantané de rotation se confond avec la per- 
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pendiculaire au plan invariable, les deux courbes (s) et (a) se 
réduisent à deux points qui n*en font qu'un seul, et le pôle 
instantané I reste immobile et dans le corps et dans Tespace 
absolu. 

De ce qui fait la mesure de la stabilité pour chacun des 
deux axes extrêmes de V ellipsoïde central, — Nous avons 
déjà remarqué ce qui distingue Taxe moyen des deux axes 
extrêmes, sous le point de vue de la stabilité que ces deux 
axes peuvent offrir dans la rotation des corps; mais pour nous 
faire une idée nette de cette stabilité, et de ce qui en fait en 
quelque sorte la mesure, imaginons la surface de l'ellipsoïde 
central comme coupée en quatre parties ou fuseaux par les 
deux ellipses singulières que nous avons considérées, et dont 
les deux plans, conduits par l'axe moyen 2Ô, sont également 
inclinés à Taxe majeur 2 a (l'un au-dessus, l'autre au-dessous) 

d'un angle dont la tangente est — ^ i / , ^ ^ » Le pôle 

moyen B de l'ellipsoïde est à l'intersection de ces deux ellipses; 
le pôle majeur A est au centre du fuseau dont l'ouverture est 
2O, et le pôle mineur C au centre du fuseau supplémentaire. 

Or, en premier lieu, si le pôle instantané I de la rotation 
tombe sur le pôle moyen B de l'ellipsoïde, il est clair que, 
pour peu qu'on le déplace, il va tomber dans l'un ou l'autre 
des deux fuseaux dont il s'agit, et décrire son orbe s autour 
de l'un ou l'autre pôle principal de l'ellipsoïde. Ou bien, si on 
le déplaçait sur le contour même de l'une des deux ellipses, 
il irait décrire la moitié de cette ellipse pour retomber sur le 
pôle moyen opposé; ou, s'il était porté sur l'autre moitié de 
la même ellipse, il reviendrait aussitôt au pôle moyen même 
d'où on l'aurait écarté : d'où il résulte, comme on l'a dit 
ci-dessus, que, hors de ce cas unique de déplacement, l'axe 
moyen du corps n'a aucune stabilité. 

Mais si le pôle instantané tombe actuellement au pôle ma- 
jeur A de l'ellipsoïde, il peut être déplacé comme on voudra, 
dans toute l'étendue du fuseau environnant, sans cesser de 
décrire son orbe {s) autour du même pôle majeur. Et, si c'est 
en cela qu'on fait consister la stabilité de la rotation autour 
de l'axe majeur, on peut dire que la grandeur de ce fuseau en 
est en quelque sorte la mesure. Et l'on voit de même (p^ 
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rétendue du fuseau supplémentaire est la mesure de la stabi- 
lité de la rotation autour de Taxe mineur. 

Actuellement, si l'on suppose que l'un de ces deux axes, 
tel que a, diffère peu de l'axe moyen, le fuseau qui lui répond 
est très petit, et le fuseau supplémentaire est très grand. L'axe 
peu différent de l'axe moyen a donc très peu de stabilité, et 
l'autre axe en a beaucoup. 

11 n'est donc point exact de dire, comme on le fait d'ordi- 
naire, que, si l'axe instantané est un peu écarté de l'axe 
principal qui répond, soit au plus petit, soit au plus grand 
moment d'inertie du corps, il s'en éloignera très peu et ne 
fera que de petites oscillations pendant toute la durée du 
mouvement; car, si le moment d'inertie relatif à cet axe 
diffère peu du moment moyen, le pôle instantané, par un 
faible dérangement, pourra sortir du petit fuseau où il est 
actuellement, pour tomber dans le fuseau voisin et y aller 
décrire son orbe {s) autour de l'autre axe; ou même, s'il 
n'est déplacé que dans l'intérieur du petit fuseau qui lui 
répond, il peut encore y décrire un orbe {s) étroit et fort 
allongé et, par conséquent, faire de très grandes oscillations 
de part et d'autre du pôle principal d'où on l'a écarté. 

Dans les corps où l'un des moments extrêmes d'inertie dif- 
fère peu du moment moyen, et, par conséquent, où l'ellip- 
soïde du corps central est presque de révolution autour de 
l'un de ses axes, la stabilité de la rotation n'est donc vraiment 
assurée que pour cet axe. C'est le cas de la Terre, dont la 
rotation est très stable autour de son axe actuel, et le serait 
très peu autour du troisième axe, qui, comme on le sait, 
diffère très peu de l'axe moyen. 

Si cette différence est tout à fait nulle, en sorte que l'el- 
lipsoïde central du corps soit exactement de révolution (pro- 
jectiles oblongs ), il n'y aura de stable que l'axe de ce sphéroïde; 
car il est clair qu'aucun des autres axes principaux (qui sont 
ici tous les diamètres de l'équateur) ne peut avoir de stabi- 
lité. Et en effet, si le pôle instantané tombe actuellement sur 
l'équateur, et que, pour une cause quelconque, il en soit un 
peu écarté à gauche ou à droite, il ne restera plus immobile, 
mais il ira décrire sur la surface de l'ellipsoïde un cercle {s) pa- 
rallèle et presque égal à l'équateur : d'où l'on voit que le pôle 



ld6 DYXJkHIQrE. 

instantané aura dans le corps un niouvemeot très considérable.] 
Mais, il'iiu autre cùté, il est bon de remarquer qu'il n'en aon 
(|u'uii Iri^s petit dans l'espace absolu: car le cercle R\e ^, qall 
(Icorira dans Tespace^ aura pour ravoo la très petite distance IP 
de ce ptMe l au pied P de la perpendiculaire abaissée du centre 
sur Ir plan tangent en I. Ainsi Taxe inslantané 01, qui, dansle 
corps, décrira la surface d'un cône très ouvert et presque 
plan, no décrira dans l'espace qu'un c»Nne de base très petite, 
et paraîtra ainsi comme immobile dans l'espace absolu. 

H n'y a qu'un seul cas d'exception à celle instabilité d'oD 
axe principal situé dans le plan de IVquateur : c'est celui où 
lo pôle inslantané serait porté du point de réqualeuroii il est 
actuellement en un autre point du même équaleur; car alors 
il y resterait immobile, comme il aurait fait dans sa première 
l»osilion, si on ne l'en avait point écarté. 

Entîn, si les trois sxes principaux du corps sont égaux entre 
eux, et que rellir-soîde central devienne ainsi une sphère pâ^ 
faite, tous les axes ri^-^nX également stables, ou, en quelque 
sorte, indifférents j tont déplacement accidentel qui pourrait 
survenir. Car. si l'axe in-tantane est porté du lieu où il est 
dans un autre, il v reste, et redevient immobile et dansle 
corps et dans l'espace absolu. 

^ Wll. -- MOIVEMEM DL!r SOLIDE bi lEVOLl riO!ï FIXÉ PAt IS 

P01>T DE S0>' aXF de FIGCIE. 

Après avoir donné la théorie complète de ia rotation d'un 
Loips qui n'est sou:nis à a a-: une force extérieure. examinon> 
iMinment cette rotation uatareLle se modiîie sous L'action d'ut» 
vvUiple. 

Le >v'ul ejs [uL se reu-:oatre da:is les appiicaiioas est celui 
u;i lieux des moments d'inertie pi'iiijipaux relatifs au point fixe 
-■'lit euaux. L'est î ■■ souL cas ■"i-i-:- lous ^^tu-iieroQS en détail» 
vu .lans lout ce '\'x\ \a s^ii^re, ri-i-'is sjp [Miserons «-u'on ait 

B A. 

\.'\t.L':t< et .:V7/i.:J. -. c. — PoK* siuiniitier le la agraire, nou* 
u\^a!deions le corps do!.- !;o'i- r.-tii-lierons le mouvement 
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nme un solide de révolution autour d'un certain axe OC 
g". 33). Nous donnerons le nom d'axe de figure à cet axe. 



luel est évidemment un axe principal, et nous désignerons 
r Cle moment d'inertie correspondant. 
Tous )es moments d'inertie relatifs à des axes menés par 
point O, perpendiculairement à l'axe de flgure, ont une 
leur commune A : ces axes forment un plan que je nom- 
erai Yéquateur du corps. 

Comme, dans la théorie de la rotation des solides, il n'y a 
is à se préoccuper du corps lui-même, mais uniquement de 
!S moments d'inertie relatifs aux diverses droites menées par 
point fixe, ou, ^i l'on veut, de l'ellipsoïde central du corps, 
ne peut y avoir aucun inconvénient à étendre les dénomi- 
ilions précédentes au cas où le corps, au lieu d'avoir \» 
jure d'un solide de révolution, a une forme quelconque, 
>urvu que l'on ait deux des moments d'inertie principaux 
laiifs au point égaux entre eux, et, par suite, à tous 
■a\ qui répondent aux divers axes compris dans le plan de 
jquateur. 

Quelles que soient les forces qui agissent sur un pareil 
Tps, nous savons que le mouvement inlîniment petit est 
le rotation autour d'un certain axe 01, et que l'axe OG du 
>uple résultant des quantités de mouvement est perpendi- 
ilaire au plan tangent en I à l'ellipsoïde central. 
L'ellipsoïde étant de révolution, les lignes 01 et OG sont 
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dans un même plan. avec l'axe de figure OC. Ces ItciM di 
affectent d'ailleurs des dispositions différentes, selon 
l'ellipsoïde est aplati ou allongé (Jig. 33). 

Établissons d'abord les relations géométriques qui exil 
entre les éléments de ces figures, et qui sont indépendi 
de l'existence ou de la non-existence des forces agissant 
le corps. 

' Formules générales relatiçes à la rotation instantanée. 

Désignons par u l'angle de l'axe de figure avec OG, pari] 

l'angle de l'axe instantané avec la même droite; l'angle 

compris entre l'axe instantané et l'axe de figure est donné par! 

les relations 

o = u — i (ellipsoïde allongé), 

o = M -h t (ellipsoïde aplati). 
Nous écrirons pour les deux cas 

( 1 ) 0=z u — « , 

en convenant de regarder l'angle i comme négatif, quand 
l'axe 01 est à gauche de OG. 

Cela posé, il est évident que le couple G, la rotation instan- 
tanée oj, le moment d'inertie H, et les trois angles u, /, o sont 
six quantités dont deux seulement sont indépendantes. En 
effet, si Ton connaît o) et o, ou bien G et u, le mouvement du 
corps est déterminé, et tout le reste s'ensuit. Il existe donc 
entre les éléments que nous avons définis trois relations dis- 
tinctes, indépendamment de Téquation (i). 

Or, nous avons en premier lieu 

(a) Il = Asin'o4-Ccos«o. 

En second lieu, nous avons, pour la grandeur du couple G, 
réquation 

(3) Gcosf=Hw, 

dont nous avons déjà fait fréquemment usage. L'angle i étant 
toujours aigu, on conclut de cette équation que G est toujours 
de même signe que w. 
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Enfin on aura les formules où figure Tangle u en proje- 
il successivement le couple G sur les deux axes princi- 
ux OC et OA, et écrivant que les projections sont représen- 
3S par les produits des composantes de co par les moments 
nertie correspondants, 

( GcOSa =: Cût) coso, 

( Gsina m: Awsino. 

D'après ce que nous avons dit il n'y a qu'un instant, Tune 
s cinq équations que nous venons d'écrire rentre nécessai- 
3ient dans les quatre autres. On déduit aussi des équa- 
ns(4) 

) GtangM = Atango, 

) G = w v/A*sin*o 4- C^cos'o, 



-«\/ç 



^ , u cos^^/ 

) w 



C^ 



Ces formules sont applicables à tous les problèmes qu'on 
ut se proposer sur la rotation des solides de révolution 
tour d'un point fixe pris sur leur axe de figure. 

Cas où il n'y a pas de forces extérieures, 

m 

Si le corps, animé à un instant donné de la rotation w, est 
Dandonné à lui-même, à partir de cet instant, et soustrait à 
mte influence extérieure, le mouvement de ce corps obéit 
ax lois que nous avons trouvées dans le paragraphe précé- 
eni. La direction de l'axe OG et la distance du plan tan- 
enl TT' au point fixe demeurent invariables : le lieu des 
oints de contact de l'ellipsoïde avec son plan tangent est le 
arallèle du point I; sur le plan fixe, ce lieu est une circon- 
-rence, décrite du pied de la ligne OG comme centre. 
L'axe 01 décrit dans l'espace un cône de révolution autour 
B l'axe OG {fig> 34 et 35) ; ce même axe, dans l'intérieur du 
>rps, décrit un autre cône de révolution autour de l'axe de 
sUre OC. D'après ce que nous avons vu en Cinématique, le 
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mouvement du corps est exaciem»! le al 
deuxième cône lOC roulûi sans glisser sar le 
Oéfittilion de la rotatiom propre etde Im pn 
(lélliiil comniuoément un pareil moureMeal ci 
i'orps tourne autour de son axe de figure es ma 
cet aM' est «oimê d'un mouTcment de 



Rf- ïV 





-»4i.«ui ,l<- \* .Ivoito 
1-<l'm(.ll.'iHi»m \e' w 



\c OC%. C<^ iiinsi cro>ii se rfpw**"' 
ivMTiMiT ?xt l« T^^T^-T(l^^etois, *>«*'' 
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rapproche et s'éloigne périodiquement de la droite inva- 
ble autour de laquelle s'effectue le mouvement de préces- 
n. 

Fig. 36. 




^ous adopterons, dans notre étude actuelle, ces dénomina- 
ns empruntées au langage de l'Astronomie; et nousdéfini- 
is le mouvement d'un solide de révolution par la rotation 
>pre, la précession et la natation^ ces quantités étant 
endues de la manière suivante : 

-a position de l'axe de figure OC est donnée par l'angle 
«pris entre cet axe et une droite fixe quelconque Os, et 
* l'angle que le plan 5 OC fait avec un plan fixe arbi- 
tre zOx {fig, 36). Nous désignerons par Q l'angle sOC; 
inl à notre deuxième coordonnée angulaire, qui a pour 
sure l'angle rectiligne xOG ^ compris entre l'axe des x et 
3rojection de OC sur le plan perpendiculaire à Os, on n'a 
i oublié que nous avons l'habitude de la représenter par 
-90°; l'angle ^ étant l'angle que fait avec l'axe des x la 
ce sur le plan xOy du plan de l'équateur du corps. Cette 
ce OE est perpendiculaire à la projection de l'axe de figure ; 
us rappellerons la ligne des nœuds. 

Cela posé, nous avons immédiatement la valeur de la pre- 
ssion : 



celle de la nutation : 



dt 
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quant à la rotation propre, elle est mesarée par la vil 
angulaire d'un méridien déterminé du solide, par rapport 
plan CO z considéré comme Qxe. 

Cette rotation propre n'a pas, à dire vrai, de significai 
géométrique bien accentuée. Nous avons établi en Cin^ 
tique que, du moment qu'une droite est mobile dans Vi 
elle n'est pas axe de rotation. Pour qu'ion puisse lui atl 
ce caractère, il faut se figurer trois axes mobiles dont 
soit précisément la droite en question. Gela fait, comme 
droite est fixe par rapport au corps, et qu'elle occupe é| 
ment une place invariable par rapport au système d'axes d( 
nous parlons, il est clair qu'elle est l'axe de la rotation rel 
tive. Or le mouvement qui anime cette droite est parfait 
ment déterminé, puisqu'elle est Qxe par rapport au coi 
mobile ; mais, comme nous sommes incontestablement le 
maîtres de supposer à nos axes mobiles un mouvement qo( 
conque, on voit que notre prétendue rotation propre sera eai 
réalité tout ce que nous voudrons, grande ou petite, positive, 
négative ou nulle. D'un autre côté, an point de vue géomé- 
trique, la ligne OC, axe de figure, non pas du corps, maisdfi 
son ellipsoïde central, n'a rien qui la distingue de toutes les 
autres lignes qu'on peut tracer dans le corps; et il y aune! 
infinité de manières de décomposer le mouvement d'un corps 
en rotation propre, précession et nutation. Quoi qu'il en soit, 
parmi cette infinité de manières, je crois avoir nettement 
défini celle que j'adopte, et cela suffit. 

Revenons à la rotation naturelle d'un corps qui n'est soumis 
à aucune force. En prenant pour axe fixe la ligne OG, la nuta- 
tion est nulle, et la rotation instantanée w est la résultante de 
la rotation propre n, dont Taxe est OC, et de la précession V» 
dont l'axe est OG (t. I, p. 1 1 1). On a ainsi les relations {fig- 33) 

• • 

(^) n=z(ù— — =c«)Coso — Wcosu, 

sm {/ 

V „- sino sino 

sinu sini 

Les équations (7) et (8) sont vraies quand on considère au 
lieu de OG un axe fixe quelconque. Dans le cas actuel, on tire 
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es équations (8) el (4) 

[O) G=rAW, C/i = (A — OWCOSM. 
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La précession est toujours de même signe que la rotation 
istantanée. Quant à la rotation propre, elle change de signe 
vec Tangle /, et devient négative dans le cas de Tellipsoïde 
plati. 

Effet d*un couple. — Supposons maintenant qu'un couple K 
ienne à agir sur le corps (,fig. 87), il faudra, pour avoir la 

Fig. 37. 




louvelle position OG' de OG, composer ILdt avec OG. Soit 
lonc OKi égal et parallèle à }Ldt, on aura en OG' la nouvelle 
position de Taxe du couple résultant des quantités de mou- 
vement, et la longueur OG' représentera à l'échelle adoptée 
le moment de ce couple. 

Le pôle de la nouvelle rotation instantanée est le point où 
l*ellipsoïde est touché par un plan tangent perpendiculaire à 
OG'. Ce point s'obtient en menant à l'ellipse méridienne G'OG 
une tangente perpendiculaire à OG'. Une fois la direction de 
l'axe or connue, la valeur de co' est déterminée par l'une des 
équations (4) ou par l'équation (7). Il est évident qu'en pre- 
liant convenablement la grandeur et la direction du couple K, 
on peut amener le point G à une position infiniment voisine 
quelconque, et par conséquent faire prendre au corps le mou- 
vement que Ton voudra. 



liions générales da 



Si nous prenions les équations ordinaires de la rotation 
d'un corps 

4>t si nous y faisions A := B, nous n'arriverions pas à un ré- 
sultat commode, parce que les inconnues qui entrent danscts 
équations ne sont pas les inconnues naturelles du problème. 

En effet, on n'a que faire des composantes/» et q de la ro- 
tation instantanée autour de dcu\ lignes fixes du plan de 
l'équateur; ou, du moins, on ne saisit pas de suite la relation 
de ces quantités avec celles qui se présentent comme les plu? 
iinpoilanles. 

(Considérons trois o\es fixes Ox, 0/, 0:;, l'axe de figure 
étant OC. Au lieu des axes mobiles ordinaires, OC { axe des-i)i 
O^r,, O/i, nous prendrons, avec M. Rcsal, un système d'ase' 



Fig. Î8. 




particuliers,' mobiles à la fois dans le corps et dans l'espace, 
mais qui, néanmoins, grâce à la nature particulière du corps 
étudié, seronl à chaque instant des axes principaux d'uierlie. 
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Enfin, ces trois droites étant des axes principaux d'inertie,] 
on a les projections de Taxe G du couple résultant des quaihj 
tités de mouvement, en multipliant respectivement les pro-f 
jections de la vitesse angulaire par les moments d'inertiaj 
correspondants 

( G,=iG(/i-h^cos0), 

(II) G,r=:A8, 

( G3— A^sin0. 

Gela posé, pour avoir les équations du mouvement sous la 
forme la plus élégante et la plus commode, nous projetterons 
sur les trois axes OC, OE, OV la vitesse absolue du point 
dont les coordonnées sont Gi, G^, G3; et nous égalerons ces 
trois projections aux composantes du couple N, Nj, N„ prises 
suivant les mêmes axes respectivement. 

Or les composantes de la vitesse relative du point G sonl 

dGi dGi dGz 
dt ^ dt ^ dt 

D'un autre côté, en regardant comme fixes les coordon- 
nées Gi, G2, G3 du point G supposé lié aux axes, on a, en 
vertu de la rotation d'entraînement (dont les composantes 
sont Wcos^, 0, ^^^sin^), les vitesses 

G3 0-G2Wsin9, 
Gi^sin9-G3^^cos0, 
GsWcos^- G,0. 

En ayant égard aux valeurs de G,, G2, G3, on a enfin les 
équations du mouvement sous la forme suivante : 

^' dr~^-^^ 

; <:/0 

(12) { A -^ 4-(C-A)^''2sin0cos9 + C/i^^sin9=:N„ 

dW 
AsinO-^ 4-(2A-G)0Wcos5-G/i0 = N„ 
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as singulier d*un mouvement de précession uniforme, 

n cas intéressant à considérer, c'est celui où, sous l'action 

i couple, les lois du mouvement du corps ont la même 

ne que celles de la rotation naturelle de ce même corps 

ndonné à lui-même et soustrait à toute action extérieure. 

^eux dire par là que Taxe de figure du corps sera animé 

1 mouvement de précession uniforme autour d'une droite 

avec laquelle il fera un angle constant 0, tandis que le 

ps tournera lui-même uniformément sur son axe de figure, 

mouvement se distinguera d'ailleurs de celui que nous 

ns étudié (p. 169) en ce que la droite fixe ne coïncidera 

s avec l'axe du couple résultant des quantités de mouve- 

nl, et en ce que les relations entre la rotation et la pré- 

sion seront modifiées. 

Iherchons quelles doivent être la grandeur et la direction 

couple accélérateur, pour qu'en prenant la droite fixe pour 

! des z on ait 

dW dn 

® = ^' -dt=''' di ='-''' 

'^oyons ce que les équations (12) deviennent dans ces hypo- 
ses. La première donne N = o, et la dernière Nj = o ; donc 
:ouple accélérateur doit avoir son axe dans la ligne des 
uds. Quant à la grandeur de ce couple, elle est fournie 
' l'équation restante, qui donne 

) ^^ — {C — A)W^sinQ cos6 -h CnW sïnd (»). 

-a rotation instantanée w est la résultante de W et de /i : 
détermine cette quantité, ainsi que l'angle r formé par 
te 01 avec 0^, au moyen des deux équations 

( ût) sin/== n sin0, 

) ' 

/ w cos r=iW -h n cos 9. 

) On voit qu'on peut toujours se donner arbitrairement tous les éléments dn 
vement, W, n, et l'angle 0, et qu'on trouve une valeur correspondante pour 
loment du couple. Cette propriété n'existe pas dans la rotation naturelle, où 
ciste une relation 

) C/î = (A — C)^cose. 

III. 1 a 
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Enfin on trouve la longueur G et l'angle g par les équa- 
tions (4), qui s'écrivent, dans notre système actuel de nota- 
tion, 

Gcos(0 — ^)=Cwcos(0 — r)=rC(n-hWcos^), 
Gsin(ô-^)r:zAwsin(0 — r)=:A^^sin0; 

on tire en effet de ces équations 

\ Gsin^ = (C — A)^sin9cos0 4-Cnsinô, 
^' ^ / Gcos^ = (Asin*0-+-Gcos*0)T-+-Cncos9. 

Il était très facile de trouver directement Téquation de con- 
dition sous une forme qui diffère légèrement de la forme (i3), 
mais qui se ramène aisément à cette forme. En effet, la vitesse 
du point G, dans les conditions que nous supposons, est per- 
pendiculaire au plan ^OG; donc Taxe du couple, égal et paral- 
lèle à cette vitesse, coïncide avec la ligne des nœuds OE. De 
plus, la vitesse angulaire du plan 5 OC ou 5OG étant repré- 
sentée par T, la vitesse du point G est le produit de W parla 
distance Gsin^ du point considéré à Taxe 0^; donc 

(i3 bis) Nii^iG^sin^. 

La première équation (i5) montre Téquivaleuce des équa- 
tions (i3) et (i3 bis). 

Enfin nous pouvons encore mettre notre équation de con- 
dition sous la forme donnée parPoinsot en remplaçante par 

, ûi)sin(0 — r) ., . ^ 

sa valeur r— 75 : il vient 

sin9 

(i3.e.) j^ G^>sin^sin(e-r)^ 

^ ' siny 

Discussion de la solution. — Nous supposerons que Tangle^ 
soit aigu; la rotation n sera positive ou négative, et portée, en 
conséquence, sur la demi-droite qui fait Tangle Q ou sur son 
prolongement. Il en est de même de la précession W. Enfin le:? 
angles comptés à partir de 0^ auront le signe -h, quand ils 
seront comptés dans le même sens que Tangle 0, le signe - 
dans le cas contraire. 

L'angle Q étant donné, ainsi que ^^et /i, la construction do 
parallélogramme de la rotation fournira Taxe 01 et détermi- 
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era les deux cônes. Cela faîl, on trouvera la ligne OG au 
fcOyen de l'ellipse méridienne, et l'on conclura aisément, de 
i position de cette ligne et du signe de la précession, le sens 
B la vitesse du point G, par suite celui de l'axe du couple. 

Fig. 40. 





PiBMiBK CAS : W>o, /i>o. — L'axe instantané tombe 
dans l'intérieur de l'angle 9, les deux cônes sont extérieurs 
^fig- 4o). Comme OG tombe toujours entre 01 et OC dans le 
cas de l'ellipsoïde aplati, le couple Ni est positif si C > A. Au 
contraire, quand C est plus petit que A, OG peut être rejeté h 
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Enfin on trouve la lon.;;ue'tr iî: i.»î - ^- 
lions (.'i), qui s'écrivent, (Ui s . ■ iplo ^1 ' 
lion, ,• !i\i'. I'-'* * 

G cos(0 — .4») --. L !■ c.f>:ii ■ .'imô à I *"■' 

(; sin(ry-A'0-- ^ . - ' '-''"^^ ^^^^' ^ 

«loiniei' ci>n<^ 

: •' •■ no surract*- 

1);, le coupI<* N 



on lire on eiret i\r k:. 



(.5) 






. ( 



Il et ail t^l'^ N. i«- ■ • 
(lilioM >ou.s >i'- : l 't : 



mais qui se i ii?.. 
(lu prûiil i'. Il; ''. 
|i(Mi(lieuLiii i:i : i 
le le à ^ ;i* : il« • 'v 
pl'i-. 



. . .-e que celui qu< 
!i'i lie. 
•:«* nul quand OI9 
: . ; A alors W=:o. L^ 
rr'.ii : elle continue* sa 



-I' 



• . . ---o. — L'axe insl 
i ;nii (|ue Tangrle r est ce 




V 



■'■ u.'lïile roule dans rintérie 
- ^^•. et, eoninit^ la ]»rroes^i( 
"• . -'Ht : il terni à (U'iaoluT le 



"» ' . ■»! à 00 (le::rês. le oone 
■' "»» plan. Kn delà re niùm 
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dans le cas de l'ellipsoïde aplati; il a un signe contraire dans 
le cas do l'ellipsoïde allongé {fig. 4o). 

Quant aux cas où la rotation n est négative, ils ne réclamer 
pas une étude spéciale. En effet» une disposition quelcooqae 
convient évidemment à deux mouvements de sens opposéi» 
et, si l'un des deux mouvemenls répond à une roUtioo pon- 
tive» à une précession et à un couple dont les signes ont 
déterminés par ce qui précède, l'autre répondra à une roti- 
tion négative et à une précession de signes contraires. Quaii 
au couple, il conservera le même signe, car le signe de 06 
et celui de la précession changeront tous deux. 

Application au mouvement de la Terre. — La Terre pert 
être considérée comme un sphéroïde ayant deux momeoli 
d'inertie principaux égaux entre eux, et plus petits que le 
troisième moment principal. Nous avons étudié en Gnéma- 
tîque le mouvement dont ce sphéroïde est animé* en faisant 
abstraction de la nutation de l'axe, et nous avons reconnu qae, 
la rotation propre étant négative et la précession positive, 
on rentrait dans le cas de la fig. 89, la demi-ouverture da 
cône Gxe étant de 23<*a7'32% et celle du cône mobile intérieur 
étant fort petite. 

Nous pouvons actuellement conclure de ces résultats géo- 
métriques : i« que la Terre reçoit à chaque instant l'action 
irun couple étranger perpendiculaire à la ligne des nœads; 
2** que ce couple doit tendre à détacher le cône roulant de b 
surface du cône fixe, ou, ce qui revient au même, à coucher 
réquateur sur le plan de l'écliptique: 3«» enfin que TinteDsité 
de ce couple doit satisfaire à l'équation (i3). 

Si l'on détermine par le calcul, au moyen de la théorie de 
la pesanteur universelle, la valeur du couple provenant de 
raction ilii Soleil et de la Lune, et tendant à diminuer l'obli- 
quité de l'écliptique, on aura une équation de laquelle on 
pourra tirer la valeur de quelque quantité plus ou moins incer- 

C 

laine, comme le rapport y des deux moments d'inertie prin' 

cipaux de la Terre (M- 



(*) PoiNSOT, Théorie des cdnes circulaires routants {Journal de Ifn/Ae»»»^' 
tiqucst t. XVUI, iS53). 
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§ XVIIl. — Du CENTRE DE PERCUSSION. 

Considérons une force unique F, agissant sur un solide en 
îpos, lequel n'a que la liberté de tourner autour d'un axe 
>ce, et demandons-nous sous quelles conditions cette force 
Durra mettre le corps en mouvement sans exercer aucune 
îtion sur les appuis de Taxe. 

D'après le principe de d'Alembert, l'équilibre doit exister 
itre les forces d'inertie et les forces extérieures, lesquelles 
5 réduisent à la force F, les appuis ne devant développer 
icune réaction. La condition cherchée est donc que les 
rces d'inertie aient une résultante unique, et que la force F 
nt directement opposée à cette résultante. Quant à l'inten- 
té de cette force F, il n'y a pas à s'en préoccuper, car la 
Tce d'inertie prendra d'elle-même la grandeur convenable 
)ur faire équilibre à la force motrice : l'équation qui exprime 
it équilibre est celle qui détermine l'accélération angulaire 
le doit prendre le corps sous l'action de la force F. 
Centre de percussion. — Mais nous savons que, pour que 
s forces d'inertie aient une résultante unique, il faut et il 
iffit que l'axe de rotation soit principal en l'un de ses points, 
ous avons appelé centre de percussion le point d'application 
e cette résultante, lequel se trouve sur l'intersection du plan 
rincipal d'inertie perpendiculaire à l'axe de rotation et du 
lan passant par le centre de gravité et l'axe {fig. 44)- H étant 

Fig. 44. 




ïe moment d'inertie du corps, par rapporta la droite OA, et a 
^^ distance GP, la longueur CO est déterminée par l'équalion 
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Donc, pour qu'une force unique imprime au corps un mou- 
vement autour d'un axe fixe, sans exercer de pression sur cet 
axe, il faut et il suffit : i° que Taxe soit principal en l'un de 
ses points; 2° que la force soit dirigée dans le plan principal, 
perpendiculairement au plan qui contient l'axe de rotation et 
le centre de gravité (cette direction est celle qu'affectera la 
résultante des forces d'inertie, au moment où, le corps partant 
du repos, la vitesse angulaire sera nulle); 3® enfin qu'elle soit 
appliquée au centre de percussion. 

C'est en raison de cette dernière propriété que le point 
d'application delà résultante des forces d'inertie, quand cette 
résultante existe, a reçu le nom de centre de percussion. 

Soit K le rayon de giration pour un axe parallèle à l'axe 
de rotation et passant par le centre de gravité; on a, d'après 
la théorie des moments d'inertie, 

H=Ma'-t-MKS 

et la position du centre de percussion se trouve déterminée 
par l'équation géométrique 

(1) / = aH • 

a 

Cette position ne dépend ni de la masse du corps, ni delà 
grandeur de la percussion. 

Le centre de percussion est toujours plus éloigné de l'axe 
que le centre de gravité, car />a. Si l'on pose l—a^h, 
on a 

(2) h:=z — j ou a/i = K^ ; 

a 

le rayon de giration est donc moyen proportionnel entre les 
distances du centre de gravité à l'axe et au centre de percus- 
sion : les quantités a et h sont réciproques l'une de l'autre. 
La distance / de deux centres réciproques peut être plus 
grande que toute ligne donnée; mais elle ne peut jamais être 
nulle. La moindre valeur qu'elle puisse avoir est la ligne 2K, 
car, en cherchant la valeur de a qui répond au minimum de /, 
on trouve a:=K, par conséquent aussi A = K, d'où /r=:2K. 
Ces résultats sont indépendants de la grandeur de la force F 
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dent lout naturellement au cas où cette force agit 

grande intensité pendant un temps très court, de 
il produire ce que nous avons appelé une percussion. 
e dernier cas que nous supposerons dans toute la 
ui va suivre. De plus nous admettrons que le plan 

soit un plan de symétrie du corps; alors un axe 
ue, perpendiculaire à ce plan, est principal pour le 

il perce le plan. Le centre de gravité se trouve évi- 
I. dans le plan de symétrie, sur la droite qui joint le 
e percussion au pied de l'axe, et dans l'intervalle 
entre ces deux points. 

facile d'établir directement la théorie du centre de 
m, sans avoir recours à la réduction des forces 

Pour cela, nous allons commencer par chercher 
me percussion sur un solide libre, cette percussion 
géc d'une manière quelconque dans le plan de symé- 
le distance h du centre de gravité (fig- 45)- 

Fig. 45- 



>ns du point G une perpendiculaire sur la direction 
•cussion; nous pouvons supposer celle-ci appliquée 
; de cette perpendiculaire. Cela posé, d'après les lois 
?ment des solides libres, l'elîet de la force appliquée 
double, et nous pouvons déterminer séparément : 
vement du centre de gravité; ■ï''la rotation du solide 
! son centre de gravité. 
u la vitesse finie du centre de gravité ; nous détermi- 
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nerons cette quantité comme s'il s*agissait d'un point maté- 
riel de masse M, soumis à une percussion P. Égalant donc 
à P Taccroissement fini de la quantité de mouvement, il vient 

(3) M^/=:P; 

2*> Soit (ù la vitesse angulaire autour du centre de gravité, 
on a de même, pour déterminer w, l'équation 

(4) MK^co — P^, 

et le mouvement du solide se trouve connu d'une manière 
complète. 

Axe spontané de rotation, — Considérons, au delà du 
centre de gravité, un point 0, situé à une distance a de G, 
telle que Ton ait 

ou 

(2) a/i=zK\ 

en remplaçant a et w parleurs valeurs (3) et (4) ' il est clair 
que le point est animé d'une vitesse nulle; il se fixe spon- 
tanément sous l'influence de la percussion et le mouvement 
du solide est une simple rotation autour d'un axe projeté en 
sur le plan qui contient le centre de gravité et la direction de 
la percussion. 

Le raisonnement que nous venons de faire est celui par 
lequel Jean Bernoulli a établi le premier l'existence d'un 
centre spontané ou instantané de rotation dans le mouve- 
ment d'une figure placée dans son plan. 

Une fois que la percussion a cessé d'agir, notre solide, 
supposé toujours entièrement libre, conserve indéfinimenlla 
vitesse u de son centre de gravité, et la rotation w autour de 
Taxe principal G. On produirait le mouvement fini de ce corps 
en faisant rouler le cylindre au rayon GO sur son plan lan- 
gent XX'> Mais revenons à la question du centre de percussion. 

Supposons qu'au moment du choc l'axe 0, déterminé par 
l'équation (2), soit fixé à la manière ordinaire; il est clair 
que les appuis de cet axe ne seront soumis à aucun effort 
résultant de la percussion, celle-ci ne tendant pas à déplacer 
la ligne 0. Réciproquement, l'axe et la distance a étant 
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! il 1:1 Ut frapper pour n'exercer aucune 

• -^1 liDrivr dr l'autre côlé du centre de gra- 

. A. 

' • t !»]issi()ii est tcMininée, le corps, se trouvant 

!;i r «notion o) autour de Taxe fixe 0, conservera 

MM'iii (•«* inouvenionl acquis. L*axe n*a d'autre effort à 

;ît r (|u«' <(»Iui qui provient de la résultante des forces 

«M lii^ : il i'onserverait son invariabilité en vertu de la fixité 

• ! iiniqur poiui où il est principal. 

Cas iVnjcifption. — La solution que nous venons de donner 
'o>t pas apj)lical)le au cas où Taxe de rotation contient le 
iMilri' de j^ravité, et la rotation autour d'un tel axe ne sau- 
lit T'ire produito sans choc sur Taxe que par un couple. 
En cfTot, nous avons trouvé 

donc nous supposons que a diminue indéfiniment jusqu'à 

mener Taxe de rotation à passer par le centre de gravité, 

n aura 

// =: 00 et P — o. 

On trouve une percussion nulle appliquée à l'infini; cela 
eut dire qu'aucune percussion unique, appliquée où Ton 
oudra, n'est capable de produire une rotation sur le centre 
e gravité, sans communiquer en même temps à ce point un 
mouvement de progression, ou sans ébranler les obstacles 
ni s'opposent à un pareil mouvement. Il faut donc nécessai- 
îment faire agir un couple, pour obtenir une simple rotation 
ms charge sur l'axe. 

Percussion exercée par un solide en mouvement 

sur un obstacle fixe. 

11 résulte de ce qui précède qu'un corps animé d'un mou- 
ement de rotation autour d'un axe 0, perpendiculaire à son 
Un de symétrie, peut être considéré comme partant du 
epos, un instant très court auparavant, et que son mouve- 
ment actuel peut être regardé comme provenant d'une per- 
cussion P, appliquée au point C. 

Réciproquement, on arrêterait le corps en exerçant au 



(3) 
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noroiis rdic c)iiiiii. .i : Liii{iulsioii serait ëf^ile et ïi^ntraiR 
ik'l de iii;i>S(' .\i, >.,:. ,ii.M- uiio loire, on oppose uci «ii^sUde |i 
à lM'a(('n»iss<*ii.*'i» .'.'u iuira lo même effet, en dei d<i!f pani 

. .>ii MO juMil ^uère mesurer une i^ictioa 
.. ■ >.'ra V. Le corps perdra à la lyissa 
i" Soit. '.) lo Vil i.'i. I.IOII >ans mettre enjeu la résisunce de 
on ;) d(> iijj'Hî»», iînn ■*: n;s(iltal obtenu sera le même, quelac 

iruitiit tixé. Quant à l'obstacle, il recevra 

«'oinpN'ir. 
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M.lnil par le choc d'un corps M, animé d'une 
• .d>siaile qu'on lui présente à la distance^ 
.jiivilr. 

tjiu' devient celle percussion, quand l'ob- 
;i une distance x du cenlre de gravité (*). 
.. '/es /fcrcussi'ons, — Décomposons la percos- 
V i //^'. /|(>) : Tune Q, appliquée au point Csitué 

Fig. 46. 
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^M |K>inl G, l'autre/?, au point 0' réciproque 
lin' le! ([ue l'on ait 

K2 



00=^ 



.;• 



■ Il ft ai4)Ii(|uécon O'ne j)roduil aucun effet su'' 
i."i "Hi'oii peut, relativement à toute percussion 
. <» , K'i^arder le point C/ comme fixe, vu que 1^^ 
li.> [jothèse sont réciproques; donc la pression 



• Il 



. I . 



• ••m li) namiques. — Sur la percussion dts corps {Joi^''''^ 
.<iui, t. XI, 1857, p. lîSi et suiv.). 
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tercée au point C sur Tobstacle résultera uniquement de la 
unposante Q qui lui est directement appliquée; cette com- 
osante donnera pour l'impulsion totale de la pression cher- 
lée, la décomposition s'exerçant absolument comme s'il 
agissait de forces ordinaires, 

7 K« 
1) = P ^^pK' + A^, 

X 



X 

autre composante est égale à 

.r' — h X 



p^V 



^*-hK' 



Si donc on suppose que le corps frappe à la fois deux 
bstacies, Tun au point ÇJ capable d'une résistance Q, l'autre 
1 point 0' capable d'une résistance /?, le mouvement du 
)rps sera arrêté sans qu'il y ait de pression sur Taxe fixe. 
Construisons la courbe qui représente les intensités des 
ercussions telles que Q dans toute l'étendue de la ligne OG 
apposée rigide i^fig. l\l)* 

Fig. 47. 




Si Ton fail j: =o, on a Q — P; donc, au centre de gravité 
n[ime au centre ordinaire de percussion, la percussion est 
aie à P. Seulement, dans un cas tout le mouvement se 
»ave éteint, dans l'autre la translation seule est détruite. 
Pour or = — a, = 0. 

Entre x^=^ — a et x = A, on a une branche de courbe qui 
§sente un maximum pour un certain point T situé entre G 
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et C. Pour avoir ce maximum, prenons la dérivée de Q, et 
égalons-la à zéro; nous aurons 

ou, en divisant par h et ordonnant par rapport à x^ 

x^ -\- lax — R' rr o. 

Cette équation fournit pour x les deux valeurs 

(8) j? ~ — ^ =r y/â^ .+. KS 

OU, en faisant \^=.x -\- a^ 

(9) }. -: =b v/â*~4-'K^ — dz \l~aL 

Centre de percussion maxima, — Pour construire ces va- 
leurs, élevons au point G, perpendiculairement à xx' et dans 
un sens quelconque, une ordonnée GK = K, et du point 
comme centre, avec OK pour rayon, décrivons une circon- 
férence; le rayon de cette circonférence est égal en valeur 
absolue à X. et C étant deux centres réciproques quel- 
conques, les trois points 0, K, C sont sur une circonférence 
dont le centre est sur Ox, 

Donc la distance à l'axe du point T qui correspond au 
maximum est moyenne proportionnelle entre la distance du 
centre de gravité et celle du centre de percussion à l'axe. A 
gauche du point 0, les percussions sont négatives, ce qu'on 
devait évidemment trouver, puisqu'on est de l'autre côté de 
l'axe. D'ailleurs elles atteignent un maximum au point T» 
situé à la même distance de l'axe que le point T, et qui cor- 
respond à la solution trouvée précédemment 

Enfin pour j7=z= — 00, P=o. On a donc une deuxième 
branche de courbe située au-dessous de OG, avant comme la 
première cette droite pour asymptote. 

Cas d'une translation simple. — Si l'on n'avait aucune 

C) On peut remarquer que les points T et T' sont réciproques. 



iga 
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Or la vitesse du point C est 



(ù(a -h.r), 

et si nous supposons qu*un obstacle fixe soit choqué par 
point matériel non élastique de masse fjL et de vitesse c» il etfj 
évident que iiv représente l'impulsion totale de la réacUoi] 
qu'il développe; donc le point C frappe comme si la fract2fi| 

,-.. î de la masse totale y était condensée (*). 

Do mûme> dans l'expression de p, le facteur la ji 

étant la vitesse du point 0^ on voit que ce point, rédproqi 
au premier, frappe comme si le reste de la masse 



M 



,T' 



K^ 



X' 



s'v trouvait concentré. 

Donc» en considérant deux centres quelconques réciproque! 
l'un de Tautre, on peut dire que ces deux points frappent 
exactement comme s'ils se partageaient la masse dans h 
rai:^on inverse de leurs distances au centre de gravité. 

Nous pouvons maintenant étudier la question à un autre 
point de vue. Le corps mobile, au lieu de frapper par l'oD 
de SOS points un obstacle fixe, peut frapper un obstacle de 
masse M' supposé en repos et susceptible d'être mis en mou- 
vomont. Proposons-nous de calculer la vitesse que prendn 
oiM obstacle. Si Ton désigne par x la distance du point cousi- 
tliMv an contre do gravité, nous avons vu que tout se passe 

o«>nunosi une masse r-* ^ animée d'une vitesse (a +^)^ 

K' — .r- 

olail i'ondonsôo on ce point; donc, si ♦»' désigne la vitesse 

» oiuimino après lo olioo de l'obstacle et du corps choquant 



( ' ^ Pour J- ■ t\ ootto frAotîon est ëpde à i ; il n'y a donc qa*va cent» ^ 
),i.)\ilit i|u'un «vrps tVappi^ oommo si touto la masse y était condensée. Ltp^ 
I iinMimi t'.Nl 1,1 wt^mo AU oonipc do percussion, ce qui tient à ce que la dimii*^ 
•il la fiiUMion est oomponseo par laugmentalion de vitesse. 
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S deux étant supposés non élastiques), on aura 



M' 


MK« 


K» 


(a-ha;)(ù 




n conclut de là qu'un corps transmet plus de mouvement 
son centre de percussion que par son centre de gravité. 
s le centre C de percussion n'est pas le point par lequel 
orps transmet au point M' la plus grande vitesse possible, 
e n'est pas non plus le centre T de percussion maxima qui 
rait de cette propriété : c'est un nouveau point dont la 
ance au centre de gravité dépend du rapport de M' à M. 
a prenant la différentielle, on trouvera la valeur de a? qui 
1 cette vitesse un maximum 



X 



on pourra vérifier que si M' est infini, ce qui correspond 

as d'un obstacle fixe, c'est au centre de percussion maxi- 

n qu'on produira le plus grand effet. 

ouble changement produit par un choc vif sur la vitesse 

'.entre de gravité et sur la rotation autour de ce point, — 

s avons encore à tirer de cette théorie une étude très 

ressante. 

ous avons vu que la percussion P pouvait être décom- 

ée en deux autres Q et/?, appliquées l'une à la distance x 

K» 

centre de gravité, l'autre à la dislance — Nous avions 

illeurs 

P PA 

M MK' 

^1 l'on applique au point C un obstacle capable d'exercer 
e résistance Q, il ne restera plus que la percussion p appli- 

III. i:^ 
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quéc au point 0' situé à une distance • On auradoi 

deux nouvelles vitesses u' et co' données par les équations 

j?' — hx 



(13) 
et 

(i4) 



"-M^^KT^T^^ 






w — — 



:= aisi 



h — X 



K* 



Construisons les courbes des vitesses i/' et w' {fig- 48). I^j 
première passe aux points G et C, ce qui est évident apriori;\ 

Fig. 48. 







entre ces deux points, la vitesse u est négative; puis à gauche 
du point G et à droite du point C elle est positive. La courbe 
a pour asymptote des deux côtés la droite AB située à la dis- 
tance u de G. 

On voit à rinspeclion de ces courbes qu'en frappant à 
gauche du point le centre de gravité se précipite en avant 
avec une vitesse accélérée; mais la rotation a perdu. Entre 
les points G et C, la vitesse u' change de signe ; il y a réflexion 
comme si le corps était élastique. 

De même, la rotation est accrue par un choc entre et G; 
elle éprouve un changement de sens si ce choc est à droiie^'* 
point C. Les deux points remarquables sont : i® le point où 
un choc ne produit pas le moindre effet; a® le point Cou 
retîet est, au contraire, le plus grand possible, puisque tout 
le mouvement s'y trouve subitement anéanti. 
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CHAPITRE V. 

>LICATIONS DIVERSES RELATIVES A LA DYNAMIQUE 

DES CORPS SOLIDES. 



§ XIX. — Théorie du pendule composé. 

ntend psiv pendule composé un corps pesant, de forme 
iimensions quelconques, assujetti à tourner autour 
e fixe horizontal qui ne passe pas par son centre de 
. Nous supposerons d'abord qu'en dehors des réactions 
î fixe la pesanteur soit la seule force extérieure agis- 
r le pendule. 

^nons par M la masse totale du solide, par a la distance 
centre de gravité à Taxe fixe, par K son rayon de gira- 
r rapport à une parallèle à cet axe menée par le centre 
ité, et par 9 l'angle que le plan conduit par Taxe et le 
de gravité fait avec le plan vertical d'équilibre dans 
iition quelconque du pendule (/ig> 49). 

Fig. 49. 




ornent d'inertie par rapport à l'axe fixe a pour valeur 

M(a«H-K«); 
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la longueur du pendule simple synchrone, et par conséqi 
le moment d'inertie du corps autour d'un axe quelconque 
ralièle à l'axe de suspension ; mais, dans toutes les espériei 
faites sur le pendule composé, il faut faire un certain nom! 
de corrections dues à l'influence des causes pertorbatric 
telles que la température qui dilate les corps, l'amplitude 
oscillations qui, dans une certaine mesure, influe sur h 
durée, etc., etc. Seulement, comme cette influence esttrèij 
faible, il sufOt d'en avoir une valeur approchée, car 
erreur relative assez grande commise sur sa déterminatioa] 
ne produit sur le résultat déûnitif qu'une erreur très petit 

Influence du milieu. — La correction la plus importante] 
est celle qui est relative à l'influence du milieu dans leqi 
oscille le pendule, milieu qui est ordinairement l'air atmo-| 
spbérique. 

Cette influence a un double effet. 

1® Il se produit une poussée qui se retranche de la pesan- 
teur. En effet, un corps placé dans un fluide en repos perd» 
d'après le principe d*Arcbimède, une partie de son poids égito 
au poids du fluide déplacé. Si donc M' est la masse de Xvx 
déplacé, le moment des forces de pesanteur n'est plus que 

(M — M')^a-sin5. 

Le moment d'inertie ne subit d'ailleurs aucune altération; 
donc on devait mettre 



^ = <,^-^TJ MITÂT 



et par conséquent, d'après la formule qui donne la durée de 
roscillation du pendule simple, 

le rapport des oscillations dans Tair et dans le vide est 



V 



I — 



p désignant la densité du pendule par rapport à l'air. 
Toutefois la formule précédente n'est pas exacte théorique- 
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lent, parce que le principe d'Archimède n'est vrai que si le 
jrps est en repos dans Tair, et que ce principe, et la correc- 
on à laquelle il donne lieu, doivent être modifiés quand le 
3rps est en mouvement; il se produit alors une espèce de 
smous. On a trouvé empiriquement que la correction précé- 
ente élait trop forte, et qu'on représentait sensiblement les 
bservations en prenant, au lieu du rapport précédent. 



v^ 



étant un coefficient > i . 

Poisson a déterminé approximativement ce facteur et Ta 
3 
*ouvé égal à — De nouvelles expériences seraient nécessaires 

our vérifier cette valeur. 

2° Le milieu influe encore en opposant une résistance 
irecte au mouvement du pendule. Poisson a trouvé les 
ésultats suivants : si a représente Técarl initial, le pendule 
bandonné à lui-même dépassera la verticale, mais, au lieu 
e remonter à l'angle «, il ne remontera que d'un angle aj, 
ionné par la formule 

Ml supposant la résistance de Tair proportionnelle au carré 
le la vitesse, et égale à /xt'*. 

Dans son oscillation en sens inverse, le pendule remontera 
ie l'angle 

^e sorte qu'il finira par arriver au repos, l'amplitude dimi- 
"^uant à chaque demi-oscillation. De plus, la durée de la demi- 
oscillation descendante est augmentée par la résistance de 
l'air de 



5.<^^«y/|; 



iiiais le temps de la demi-oscillation ascendante est diminué 
de la même quantité, de sorte que l'air n'a aucune influence 
mr le temps d'une oscillation complète. C'est ce que vérifie 
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assez bien la première loi d'isochronisme des oscillations 
pendule que l'expérience ait donnée à Galilée. En effet, 
isochronisme théorique n'aurait pas été vérifié par Tei 
rience si la résistance de l'air avait ioflué en raison de 
vitesse, qui diminue évidemment avec l'amplitude. 



Pendule balistique* 

Le pendule balistique est destiné à mesurer la vitesse d'i 
projectile à sa sortie d'une bouche à feu. Il se compose d' 
récepteur en fonte, fixé à un cadre de suspension en fer, leqoi 
peut osciller librement autour d'un axe horizontal A {fig. So), 




Le récepteur contient une matière compressible dont 1* 
fonction est de recevoir le choc du projectile et d'amortir 1^ 
vitesse de celui-ci sans que la rupture du récepteur puisse 
avoir lieu. 

On connaît la masse |u du projectile, assez petit pour être 
assimilé à un point matériel; il s'agit, d'après l'effet qu'i^ 
produit sur le pendule, d'évaluer sa vitesse V, dirigée suivaD^- 
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iorizontale passant parle point connu B, qu'on suppose être 
centre de percussion du pendule. 

Appliquons le théorème des moments des quantités de 
ouvement au système formé de Tensemble du pendule et 
j projectile, en prenant pour instant initial celui où le pén- 
ale est en repos et le projectile animé de la vitesse V, et pour 
istant final celui où les deux corps se meuvent ensemble 
irec une vitesse angulaire w autour de A. Si nous faisons 
B = 6, et si nous appelons I le moment d'inertie du pen- 
ule avant sa réunion au projectile, Taccroissemenl de la 
Qmme des moments des quantités de mouvement est 

Iw -h/jL&)6.6 — fxVô ou &)(I -+- fjLÔ*) — fjiVô; 

t, attendu que, pendant la très courte durée du phénomène, 
m peut négliger les impulsions des forces extérieures, forces 
lont les moments donnent d'ailleurs une somme presque 
mile, on peut poser très approximativement 

Si w était connu, on en conclurait V. Or cette vitesse angu- 
laire (ù peut se déduire de l'amplitude de la première oscilla- 
tion que fait le pendule immédiatement après le choc. En 
effet, à l'instant final du choc, la force vive des deux corps 
réunis est &)*(! 4- 1^^*), et, à cet instant, le centre de gravité 
du système se trouve encore très peu écarté de la verticale 
passant par A. Mais dans la première oscillation ce centre de 
gravité s'élève d'une hauteur H qu'on peut observer, et si 
l'on désigne par P le poids des deux corps réunis, on a 

iw»(I-+-^^^*)=zPH, d'où V=T^s/2PH(I-Hix6''). 

Si l'on appelle P' le poids du pendule sans le projectile, 
^ la distancé de son centre de gravité à A; P"=:ixg le poids 
^u projectile ; a: la distance à l'axe du centre de gravité des 
corps réunis ; « l'angle avec la verticale de la droite joignant A 
3u centre lors du plus grand écartement du pendule, on a 

P-^D/ nrr P'^ + P"^ tt / \ • îi 

*^-P'-hP% ^ = f^ ) H = ^(i — cosa)=:2^sin*|a. 



aoa DYNAMIQUE. 

Pour mesurer l'ampiitude de ToscillalioD» on fixe aa 
du pendule une aiguille dont rextrémité se meut sur unUr 
gradué en poussant un petit curseur qu'elle abandonne 
elle arrive au repos. 

Quant au moment d'inertie I du pendule, on le détei 
facilement en mesurant le nombre des oscillations effet 
par le pendule avant le choc. 

On s'assure qu'on a bien frappé au centre de percussioni 
pendule, en comptant les nombres d'oscillations effeci 
dans un temps donné, avant et après l'expérience. Ces d( 
nombres doivent être identiques, dans l'hypothèse où m 
nous plaçons. 

En effet, le centre de percussion, ou centre d'oscillatiOBi 
est un point où l'on peut supposer concentrée la masse totito] 
du corps solide sans altérer la durée de ses oscillations. Or 
les lois du mouvement du pendule simple sont indépen- 
dantes de la masse du point matériel qui constitue ce peor. 
dule simple ; donc ces lois restent les mêmes après l'additioB 
d'un corps étranger. 

§ XX. — Mouvement d'un cylindre pesant posé 

SUR UN PLAN INCLINÉ. 

Nous avons étudié en Statique les conditions de l'équilibre 
d'un rouleau ou cylindre pesant, posé sur un plan horizontal 
ou incliné, et nous avons donné les lois expérimentales de la 
résistance au glissement et au roulement, dans le cas de 
l'équilibre sur le point d'être rompu, ou du mouvement uni- 
forme acquis. 

Pour trouver les lois du mouvement varié, il nous suffira 
d'introduire les forces d'inertie dans les équations de l'équi- 
libre; car nous savons que les équations ainsi obtenues sont 
toujours en nombre exactement suffisant pour nous pef' 
mettre de déterminer les lois du mouvement et de calculer 
les diverses réactions des appuis. 

Il importe seulement de faire une sorte de restriction pra- 
tique au principe qui nous autorise à considérer, moyennant 
l'adjonction des forces d'inertie, un problème de mouvemc**' 
varié comme une question relative à un corps en équilibre* 
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Le principe de d'Alembert est rigoureusement vrai, et son 
plication est parfaitement légitime, quand on tient compte 
îs forces d'inertie de tous les points matériels qui consli- 
lenl le système dont on cherche le mouvement; mais nous 
ivons que deux solides naturels en contact se déforment 
lutuellement, et que, dans Tétat dynamique, ces déforma- 
ons donnent naissance à des vibrations très rapides, par 
uite à des forces d'inertie considérables. On arriverait donc 

des résultats erronés, si Ton introduisait seulement dans 
îs équations les forces d'inertie calculées comme si les corps 
ae nous appelons solides étaient effectivement invariables 
e forme, en faisant abstraction des mouvements molécu- 
lires qui se combinent avec le mouvement apparent de trans- 
ition et de rotation pour produire le mouvement réel. 

Nous supposerons donc implicitement, dans tout ce qui va 
nivre, que les déformations des corps étudiés restent très 
etites, c'est-à-dire qu'elles sont du même ordre que celles 
u'ont observées les anciens expérimentateurs sur les travaux 
esquels nous nous appuyons pour la théorie actuelle. 

Considérons donc {fig. 5i) un cylindre à génératrices hori- 
onlales, posé sur un plan d'inclinaison i\ soient A la projec- 

Fig. 5i. 




ion de l'arête de contact géométrique, et C le centre de la 
•eciion droite déterminée dans le cylindre par un plan qui 
>asse par le centre de gravité. 

Pour qu'il y ait roulement, il faut que l'arêle de contact A 
iitune vitesse nulle; nous verrons les conditions nécessaires 
pour que ce mouvement ait réellement lieu. Dans tous les cas, 
supposons que le roulement soit acquis, et supposons d'abord 
qu'il ait lieu dans le sens descendant. 
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Mouvement descendant, — Nous savons que le plan exerce 
dans ce cas une réaction normale N qui passe en un point A^ 
situé à une distance à en avant du point A, et qu'en outre il 
développe généralement aussi une réaction tangentielle F. 

Supposons que les forces qui agissent sur le cylindre aient 
une résultante passant à son centre de gravité, et qu'on ait 
décomposé cette résultante en deux, une force P perpendi- 
culaire au plan, l'autre T parallèle à ce plan. 

Puisque le centre de gravité C se meut suivant une ligne 

droite parallèle au plan incliné, toutes les forces normales au 

plan et transportées en ce point doivent avoir une somme 

nulle; donc on a 

N = P. 

Dans le sens parallèle au plan, on a une accélération donnée 
par la formule 

(.) mJ^ = t-f. 

Nous savons d'ailleurs que la rotation autour du centre de 
gravité s'effectue comme si ce point était fixe; donc on a, 
pour déterminer l'accélération angulaire, la formule 

^^^ dt ~ iMR2 ' 

en admettant que le corps soit un cylindre homogène, auquel 
cas son moment d'inertie autour de l'axe C est, comme nous 
le savons, égal à \ MR^ 

Enfin il nous reste à exprimer une dernière condition résul- 
tant de la nature géométrique du mouvement, lequel peut à 
chaque instant être assimilé à une rotation autour de l'axeA, 
rotation dont la vitesse angulaire est égale à w, d'après ce que 
nous avons établi en Cinématique (t. I, p. ii6). 

La vitesse v du centre de gravité étant la même que slle 
corps tournait effectivement autour de l'axe instantané A, on 
a la relation 

(3) <' = Ra). 

On aurait pu écrire directement l'équation de la rotation 
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utour de Taxe instantané, en appliquant le principe des 
arces vives, qui ne tient pas compte de la mobilité de Taxe. 
En effet, le moment d'inertie autour de Taréte A est la 
lomme de MR*, moment d'inertie de la masse totale supposée 
ffansportée au centre de gravité, et de ^MR*, moment d'inertie 
LUtour de l'axe C. On a ainsi, en considérant un espace de 
cmps infiniment petit, et remplaçant Rco par v, 

Test ce qu'on aurait trouvé en éliminant F entre les équa- 
îons (i) et (2). 

Calculons maintenant la valeur de F. 

Pour cela, multiplions l'équation (2) par MR, et nous 
lurons, en tenant compte des équations (i) et (3), 



i'où nous tirons 



T-K = ,(r-^) 



Pour que le mouvement que nous avons supposé ait lieu, 
il faut qu'on ait F </P, sans quoi il y aurait glissement. 

Faisons une application en supposant que la seule force 
appliquée au cylindre soit le poids M^. Si l'on désigne par i 
l'inclinaison du plan, on aura 

T = M^ sin i, P =: M^ cosi, 
d'où 

ta\ 17 M^' / . . 2^C0SA 

(6) F=-^(^sin,+ -j^j. 

Il faut donc, pour que le roulement soit possible, qu'on ait 

Mg f . . 2(JcosA ^ ^-, 
-^(smtH g — j <fMgcosi, 



ou 



tang«<3/ — 2 g. 
Donc, avant que la tangente de l'inclinaison i devienne le 
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triple de la tangente de Tangle de frottement, il y a glianl^i 
ment, et Téquation (2) n'est plus applicable. 

Mouvement ascendant. — Si nous supposons qu'au lien 
descendre le cylindre roule en remontant sous l'action del 
pesanteur et des réactions du plan incliné, les formules 
nous avons trouvées subsisteront, en changeant le signe deJ 
et l'on a 

57 ~ 5 M^sm«-t- ôM^jt cosi. 

Dans cette équation, les longueurs parallèles à la ligne 
plus grande pente du plan sont toujours comptées positive 

ment de bas en haut; donc la valeur positive de -r- correspoi 

à un retard dans le mouvement ascendant. Si, pour plus de] 

simplicité, on néglige ^ cos/ devant sin«, l'équation devienli 

(7) ^ = ^gsmi. 

Elle indique que le retard, d'ailleurs uniforme, est seulement 
les deux tiers de ce qu'il serait si, les résistances passives 
étant supprimées, le cylindre glissait sans frottement le long 
du plan d'appui. 

Il résulte de cette remarque, et des formules connues qui 
se rapportent au mouvement uniformément varié, que l'espace 
parcouru par le centre de gravité du cylindre, depuis l'instanl 
où sa vitesse est égale à Tq jusqu'au point où il cesse de 
s'élever, est représenté par 



2 2^sm2 
Or cette longueur correspond à une hauteur égale à 



2 2^' 



c'est-à-dire à une fois et demie la hauteur due à la vitesse ♦'c 

Ce résultat, qui peut paraître surprenant au premier abord, 

cessera de nous étonner si nous considérons que la force vive 
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cylindre, pour une vitesse Vq de son centre de gravité, est 
aie à 

n a donc dû, pour communiquer cette vitesse à Taxe du 
flindre, dépenser une fois et demie autant de travail que si 
on avait eu affaire à un point matériel de masse M. Récipro- 
uement il faut, pour anéantir cette force vive, que la pesan- 
eur développe une quantité de travail négatif une fois et 
emie plus grande dans un cas que dans Tautre. 
L'expression (6) de la réaction tangentielle F devient, en 
bangeant le signe de S, 



M^ 



( Sm/— 2 rrr- COSM, 



nU avec l'approximation que nous admettons, 

)) ^^ ^ M^sin/. 

On peut remarquer que, si le sens de cette force F est tel 
u'il corresponde à un ralentissement dans la rotation, d'autre 
art cette force, transportée au centre de gravité, se présente 
omme accélératrice du mouvement de ce point. 

Quand le poids et la vitesse du corps roulant sont considé- 
ables et que la résistance de l'appui est limitée, par exemple 
juand on considère une locomotive parcourant à grande 
itesse un rail ou une poutre de pont à supports discontinus, 
a théorie qui précède n'est plus applicable. Cette partie de 
a théorie delà résistance des matériaux est en ce moment 
out à fait à Tordre du jour, et son importance appelle des 
expériences fort difficiles. Nous indiquerons seulement les 
ieux faits suivants : 

1° La flexion de la travée actuellement parcourue par une 
'oue correspond au développement d'une force centrifuge 
lui s'ajoute à la composante du poids pour produire la charge 
^ laquelle la poutre est soumise. 

3^ Cette même flexion entraîne des flexions en sens inverse 
tories travées contiguês : celles-ci prennent une forme con- 
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vexe, bientôt remplacée par une concavité, et ainsi de 
Ces alternatives de flexions opposées, que vient compl 
encore le passage des essieux qui suivent celui que nous 
sidérons, sont extrêmement nuisibles à la durée des poi 
et à la solidité des assemblages des diverses pièces qui 
composent. 

§ XXI. — Expériences de Foucault. 

Considérons un tore ou un solide de révolution quelcoi 
dont Taxe de ûgure OC possède un point fixe (fig* Sa), 
point fixe ne coïncidant pas avec le centre de gravité G, sil 
quelque part sur la droite OC à une distance a de rorigine,! 
poids P du tore et de son arbre tend à faire tourner le sysl 
autour de la ligne des nœuds; et si le corps était abandoDDéi 
à lui-même sans vitesse initiale, il tomberait effectivement et 
se mettrait à osciller comme un pendule, suivant les lois que 
nous connaissons. 

Fig. 52. 




Les choses se passent tout différemment quand le tore est 
animé d'une rotation initiale autour de son axe de figure; et 
nous savons déjà que, quand le couple agit perpendiculaire- 
ment à la ligne des nœuds, et qu'une certaine équation de 
condition est vérifiée, le mouvement du corps se compo^ 
d'une rota^tion et d'une précession uniformes, l'angle de T»*® 
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gure avec la verticale OZ restant constant; de sorte que 
re semble entièrement soustrait à l'action de la pesan- 
et suspendu, pour ainsi dire, par Teffet de sa rotation, 
théorie complète des phénomènes que présente le mèn- 
ent d'un solide de révolution autour d'un point de son 
se déduit aisément des équations (12) de la page 176. Un 
points les plus curieux de cette théorie est la détermina- 
des pressions qui s'exercent sur les appuis d'un axe tel 
OC, qui n'est pas fixe (et qui, partant, n'est pas axe réel 
Dtation). Nous supposerons donc qu'en un point C, situé 
e distance / de l'appui fixe, se trouve une sorte de sup- 
mobile exerçant sur l'axe une réaction dont les compo- 
es, parallèlement à Oyî et OÇ, sont représentées par Y 
(*). Nous admettrons enfin qu'en dehors de cette réac- 
et du poids P aucune force n'agisse sur notre solide. 
Q a dans ces conditions, en se reportant aux notations du 
igraphe XVII, 

N=o, Ni = Pasin0— Z/, N, = Y/. 

n introduisant ces valeurs dans les équations (12) du 
ne paragraphe, il vient 

d 

-j (/i-4-4'^os0) = o, 

A— -+-(C — A)^«sin0cos& + C/i^sin0 — Pasin0:= — Z/, 
Asin0 ^ -+- (2 A - C)0^cos0 - G/20 = Y/. 

our discuter ces équations, nous supposerons toujours 
la rotation n ait une valeur considérable, conformément 
qui a lieu dans toutes les expériences. Conséquemment, 
termes qui contiennent n en facteur auront sur les phé- 
ènes une influence prépondérante. Les équations (i) 



II est inutile de considérer le cas où cette réaction aurait une compo- 
X dans le sens de Taxe de figure OG, parce que cette force se reporterait 
point fixe, où elle serait détruite. 

m. i4 
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peuvent d'ailleurs être considérées à deux points de 
servir à résoudre deux, sortes de problèmes : 

' i<* On peut donner les expressions de T et Z, et d 
de déterminer le mouvement qui en résulte pour l'axe 

2** On peut obliger l'axe à prendre un mouYement d 
et ebercher quelles sont les pressions ( — Y) et (— Z) 
l'axe exercera sur le corps qui l'oblige à prendre ce m 
ment. 

Ccu singulier d'une précession uniforme. — Noos 'i 
déjà signalé le cas où l'axe OC, sous l'influence d'un 
perpendiculaire à la ligne des nœuds, tourne unifonbéi 
en décrivant un cône de révolution autour de l'axe OZ. Orj 
pesanteur produit précisément un pareil couple, ety si 
supposons que le poids P soit la seule force agissante, m 
aurons pour l'équation de condition 



(2) 



(C — A)^;* cos -f- C/np -^ Pa =:o. 



On voit qu'à des valeur» données pour l'angle 6 et la roi 
tion n correspondent pour ^ deux valeurs, qu'on obtient 
la résolution de l'équation (2) 



+ .= 



C/i ±:v/C^ 71» -h 4(C — A)Pacosg 

2(G — A)cosô 



Comme nous supposons n très grand, nous pouvons faire 
sortir C/i du radical et développer celui-ci en série, en négli- 
geant les termes qui contiennent /i* en dénominateur; il vient 



^ 



G/i 



2(C — A)cos9 



— [ 



I-h2 



(C~A)Pacose 



(C-A)^P'g«cos«g 1| 

"" ô^' J! 



ou, en distinguant les deux racines Tune de Tautre, 



(3) 



(4) 



+1 = 



_ Pa (G— \)P*a*cos0 



G/2 



Q}n' 



^.= - 



Cn 



Va 



(G — A)cos6/ G/i 
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discutons séparément ces deux racines, qui suivent des 
i toutes différentes. 

;• La racine 4*1 a toujours une valeur assez petite; elle croît 
nesure que n diminue. Elle change de signe avec la rota- 
mn et avec le moment Pa. On met cette dernière propriété 
f évidence, en prolongeant Taxe OC en arrière du point pxe 
^suspendant à ce prolongement un contre-poids dont le mo- 
ment par rapport au point peut être rendu à volonté plus 
Und ou plus petit que le moment du poids du tore. On rend 
iUpérience plus frappante en donnant à ce contre-poids la 
mne d'un récipient plein de sable fin, et percé d'un trou à 
I partie inférieure. Le poids du récipient et de son contenu 
smporte d'abord sur celui du tore, et la précession est 
iverse de la rotation; mais bientôt la proportion se trouve 
inversée par suite de l'écoulement du sable, et la précession 
t trouve de même sens que la rotation. 
La grandeur dç 4*1 ^st à peu près indépendante de l'angle B. 
2*» La racine tpj est, au contraire, très grande et croît à peu 
*ès proportionnellement à n. 

Le signe de ^j est indépendant du signe du moment Pa; il 
it inverse de celui de n, quand C est plus grand que A et 
ae l'angle Q est aigu. 

Enfin la valeur de 4*1 est infinie pour Q = 90°. 
Les courbes de \dLfig. 53 donnent les relations qui existent 
litre n et 4^ pour les dififérentes valeurs de B, Ces courbes ont 
té construites à l'aide de l'équation exacte (2). Elles montrent 
ue, quand n diminue et tombe au-dessous d'une certaine 
mile, l'équilibre devient impossible pour les valeurs de B 
approchées de 180°, l'ellipsoïde étant supposé aplati. Dans 
3 cas de l'ellipsoïde allongé, ce fait se produirait pour les 
élites valeurs de B, On peut, en effet, remarquer que l'équa- 
ion(2) contient seulement le produit 

(C — A)cos0, 

't qu'elle ne change pas quand on change à la fois le signe 
le C — A et celui de cos B, 

Eq résumé, si, au moment d'abandonner le point C à lui- 

^éme, on lui imprime une vitesse horizontale calculée sur 

une des valeurs de 4^ fournies par l'équation (2) ou par le 
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Tableau graphique delay?^. 53, les équations (i) seront réit 
fiées par les valeurs 

n = /io, ô=9o, + = Re- 
cette solution constitue ce qu'on appelle une solution singn* 
lièr^ des équations différentielles simultanées (i). 




Quand Téquation (a) n*est pas satisfaite par les valeurs io*' 
liales de n, 0, 4'» le mouvement n'est plus /?erma/ie/i^, et nous 
allons voir ce que devient ce mouvement quand le point *> 
est abandonné à lui-même sans vitesse initiale. 

Nous avons vu que, quand le point C est soutenu parunfi^ 
attaché par son autre extrémité en un point fixe (^^.25), ce 
fil reste parfaitement vertical sans qu'il se manifeste aucune 
tendance à une déviation, soit à droite, soit à gauche. Quant 
à la tension du fil, facile à mesurer au moyen d'une balance» 
elle est absolument la même que si la rotation n'existait pas» 
et se calcule en répartissant, d'après les règles de la Statique» 
le poids P entre les deux appareils fixes et C. 

Supposons qu'on brûle le fil, de manière à rendre subite- 
ment la liberté à l'axe OC, et déterminons, au moyen des 
équations (i), le mouvement que cet axe va prendre, '^ 
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i P élanl la seule force appliquée au corps mobile, indé- 
amment des réactions du point (*). 
tégrales du mouvement. — Introduisons dans les équa- 
î (i) les hypothèses 

Y:=:o, Z=o; 

ons, pour simplifier l'écriture, 

'ent 

' ci(n -\-^cos6)~Oy 
-~T~ -hfjL4'sin0(/i -i-4'cosô) — 4»* sin0 cos0 — X sin0=:o, 

sinô -^ -h 1%^ 0,0^0 — [L%{n-\- ^cos<f)r=:o. 

première de ces équations a pour intégrale 

n 4- 4'C0sô = /^, 

ésignant une constante arbitraire. 

-es autres intégrales s'obtiennent facilement par Tapplica- 

n des théorèmes généraux de la Dynamique. 

'° L'expression de la force vive du corps étant 

A(e* H- ^^ sin«0) -\-C{n-\-^ cos0)S 

le travail de la force P étant 



/ 



Pasin0<i0^= — Va cos0 4-const., 



) Il est facile de voir qu'au premier instant le corps obéira, comme s'il ne 
Daitpas, aux lois de la pesanteur; en effet, on a, à Tinstant initial, 

3s valeurs, substituées dans les équations du mouvement, donnent 



Il 

If 
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rintégrale des forces vives est, en ayant égard aux nota- 
tions (5), 

(8) e«-M|;«sin*0 = P— 2>cos0, 

en désignant par F une deuxième constante arbitraire, et 

confondant dans cette constante le terme 

I 

|jL ( « -h 4» cos dy=: y.h}. 

2» Nous avons trouvé, pour les projections de Taxe du couple 
résultant des quantités de mouvement sur les axes mobiles, 
les valeurs 

( G, = C(/n-i|;cos0) = CA, 

(9) G,:=Ae, 

( G3=zAi^sin0; 

or, la seule force extérieure P étant constamment parallèle 
à 0^, la projection de Taxe du couple (9) sur la droite 
Qxe Oz doit rester constante, en vertu du principe des aires. 
De là notre troisième intégrale, où G représente une nou- 
velle arbitraire, 

(10) ^j^ sin*0 -h fxAcos0 = G. 
En introduisant les valeurs initiales 

les intégrales (8) et (10) prennent la forme (*) 

A-zr) -l-4''sin*0 = 2X(cos0o — COS0), 

(11) j \dtj 

4'sin*0=z^A(cos6y — COS0). 



(*) Ces équations sont remarquables, en ce sens qu'elles sont indépendantes 
de la densité. En effet, X et {i. en sont indépendants, puisque Tun et l'autre de 
ces coefficients est égal à une fraction dont les deux termes sont proportionnels 
à la masse; de sorte que, pour la vérification des résultats, peu importe quelle 
sera la nature de l'appareil employé. Mais il faut remarquer que l'expérience 
n'est pas susceptible de mettre bien nettement ce résultat en évidence, parce 
qu'on est obligé de relier le corps à l'axe par des chapes, c'est-à-dire par 
d'autres corps qui participent plus ou moins au mouvement, et dont la masse 
doit entrer nécessairement en ligne de compte, comparée à celle de l'appareil 
principal. 
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liminons ^ entre ces deux équations; pour cela, multi- 
ns Ja première par sin-0, et remplaçons 4''sin*0 par sa 
ur tirée de la deuxième équation; nous aurons 

^(-n) -i-|^*A'(cos0o — cos0)*==2Xsin'0(cos0o — COS0), 



s\n^o(--T-j i=:2Xsin*0(cos0o—cos0)— fji'A*(cos0o— cos6)'. 

! dis d'abord que» dans le cas où nous nous sommes 

es, 6 doit différer très peu de Oq, En effet, fz'A' est 

grand par rapport à Tautre terme du second membre; 

Heurs il est affecté d'un signe — ; donc, pour que -j- soit 

, il faut que le coefficient de fz'A* soit très petit, c'esl- 
re que 9 diffère peu de ^o- 
osons donc 

s aurons, en négligeant le carré de e, 

îos B = cos 00 — e sin 0o> sin* = sin* 0o -+- 2 e sin Ôq cos 9^. 

Infin Ton a, d'une manière rigoureuse, 

d9_de 

mbstituons ces valeurs dans Téquation (12), il vient, en 
^primant les termes de Tordre £* et divisant les deux 
mbres par sin*0o> 



) 



[-t:) — £(2Xsin6'o — |^*/i'£)« 



^ de 

our que -7- soit réel, il faut que e reste au-dessous de la 

mtité 

2 X sin do 



e ^= 



^tla natation maxima. 
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lUvoiiH alors écrire 




(;;:y=.-.-.(,-o. 


équation i 


qui a pour intégrale 


(■4) 


= =».in.!i^. 



Si l'on veut avoir la valeur de la précessioD, on la ( 
de l'équation i(« sin'd = iik{cos0t~ cos6), oa, dans le s 
d'approximation adopië, 



(.5) 



+ ^J 



La valeur moyenne de ij^ s'obtiendra en remplaçant i 
on aura pour cette valeur moyenne 



C* 



= +■; 



donc la précession moyenne est égale à celle qni con 
au mouvement permanent. 

La solution de la question est fournie par les formu 
vantes, qui donnent la précession moyenne el la ou 



>A 



^ y-fil 



L'amplitude de re\cursion totale de l'axe OC dans 
de la verticale esl représenlée par 

nÀsind, 

el la durét' de celle excursion, ou de la demi-oscillati< 
pl^le, est donnée par la formule 



Eutln 1» )>ériode dos oscillations de -^ coïncide av 
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Application numérique. — Pour faire une application nu- 
mérique, je prendrai les données suivantes : 

Je supposerai que le corps de révolution soit un tore en fer 
dont le cercle générateur a pour diamètre ip =o™,oi; le dia- 
mètre moyen de Tanneau est, d'un autre côté, 2R = o™, 12, 
enfin a^zio, i85. 

Supposons qu'on imprime à ce tore une vitesse de 6000 tours 
par minute; cette vitesse est loin d'être exagérée, elle peut 
être facilement dépassée de beaucoup dans les expériences. 
* Ainsi les projectiles des canons rayés de 4 (montagne) font 
e 6000 tours par minute, et ceux des canons de 4 (campagne) 
3 font 8400 tours, la vitesse de translation correspondante étant 
j respectivement 226™ et 325°» par seconde. En supposant 
! 6000 tours, on a 

^ /ir=628,32, soit à peu près A* = 4ooooo. 

D'un autre côté^ on a pour le volume et les moments 

d'inertie d'un tore 

V = 27r2p2R, 



d'où 



8R« + 6p^ %ga 

^ 4R'-H7p-4-8a2' ^'— 4R2 4-r7p2 4_8a2^ 



soit à peu près 

|Jlr=0,I, X = 5o. 

On a donc, en donnant à sin^o sa valeur maximum i, 

100 ^ 

ez=. z=o,o25. 

4000 

Or 

io=zo,oi75; 

donc la nutation maxima est d'environ i°26' : elle est propor- 
tionnelle à sin^o* Il n'est donc pas étonnant que l'axe du tore 
semble décrire un plan : la nutation est si petite qu'elle est 
insensible. 

Cherchons la durée de l'oscillation de l'axe dans son plan 



ii8 

ÏCIllcJll. Oll a 



l'uiir i|Lriiiii' iluml-oscillation s'accomplisse, il faut qi 

iflmps vui'io lie — t; dans le cas qui nous occupe, ou tm 

peu jii'i^i 1^ tiv. seconde. 4'i ^^^ ^ P^u prës sept loursel 
par niinulu. 

On cuinpi'end doue que te mouvement de l'axe semble 
il fait unirormo, puisque les écarts de la position moyena 
aus»I peu d'uniplitnde et une aussi Taible durée. L'expéri 




Cette ti^ est UBiaWB «ir l'ivi hun^uiiu: 



n oualïv-poidB Duibi^ 






&!!□& lu: bobsw 
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)ile F permet de vérifier facilement Tinversion du mouve- 
it quand on change le signe du moment, ainsi que tous 
autres faits annoncés dans cette leçon. 
l y a encore un autre cas dans lequel les calculs d'inté- 
tion s'effectuent sans qu'il s'introduise de fonctions ellip- 
les : c'est celui où Ton imprime à l'appareil une vitesse 
iale ^0 très grande, comparable à la rotation n et telle 
î l'on puisse négliger 2X(cos0o—cos0) devant ^j>J. 
les formules relatives à ce cas sont 

) î (^)'++'sin«0=z^;sin«0o, 

( 4'sin'0=:4'osin*^o-+- fJtA(cos0o— cos6). 

-a durée de la vibration est plus courte que dans le cas 
icédent, car on a 



v/fxV/2 4- ^J sin« 00 

la précession <^ tend vers une valeur moyenne qui diffère 
i de la plus grande des deux vitesses qui correspondent à 
équilibre stable, ou plutôt à ce que l'on appelle un mou- 
lent permanent, 

-ette vitesse est celle que nous avons désignée par 4'j> et 
Il la valeur est sensiblement égale à 

lin 



(i — |ut)cos6' 

]es phénomènes répondent à peu près à ceux que l'on 
erve dans les premiers instants du mouvement de la 
pie. La figure qui donne la loi des valeurs de 4*1 explique 
nment, à mesure que cette vitesse est diminuée par les 
Ltements et la résistance de l'air, l'axe se redresse de ma- 
re à coïncider promptement avec la verticale, position 
is laquelle il se fixe. 

liroscope. — Un tore animé d'un mouvement de rotation 
rèmement rapide constitue la partie principale de divers 
i^areils employés par Foucault sous le nom de giroscopes, 
ur mettre en évidence, d'une nouvelle manière, la rotation 
la Terre. 
Les appareils de ce genre, entre les mains de Foucault et 



d'an graDtl nombre d'habiles expérimenlateurs qui ontsurri 
ses traces, servent à un Rianii nombre d'expériences curieuse^ 
dODt la théorie esl implicilenient comprise dans dos troil 
équations générales. 

Pour étudier on [larticuHcr riniluenee de la rotation de 11 '' 
Terre, il faudrait tenir compte, dans révaluation des couplet 
N, N,, N,. des forces apparentes, c'est-à-dire seulement de 11 
force centrifuge composée, puisque la force centrifuge cdIm 
comme partie constituante dans la force appelée poids. 

Pour calculer la force centrifuge composée, qui est fouc^ 
tion, comme on sait, de la grandeur et de la direction del) 
vitesse apparente, il faudrait avoir soin de ne pas oublier quî 
l'axe de Dgure ne coïncide pas avec l'axe instantané de rota- 
tion apparente, puisque celle-ci a respectivement sur nos 
trois axes des projections représentées par 

dQ 
n-^'^ca^Q; -r> '|sin9. 

Sans efl'ectuer le calcul qui nous entraînerait trop loin, je 
vais donner les expressions des trois couples N, N,, N„ cont- 
posants du couple terrestre. Je conserve les mêmes notatioDS 
que précédemment, et je désigne par u la rotation de la Terre 
prise positivement : 

1" Couple normal à l'axe de figure : 
N = C0!ûaine; 

a" Couple normal à la ligne des nœuds : 
N, — — Cn(osine-i-(A-C)w|sinOcosô-)-(A — G)w'sin9cos5; 

3° Couple normal au troisième axe : 
N,= Aewcos9. 

S'il s'agit (l'un volant ou, en général, d'un corps touriianl 
autour d'un axn mainienu fixe par rapport à la Terre, on a 

i^-O, 0^0, 

d'où 

N-o, N, = -C«usine-i-(A — C)u'sin9cose„ N, = 0' 
soit à peu près 



j 
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es expériences les plus intéressantes sont celles dans 
[uelles Taxe d'un giroscope, dont le centre de gravité est 
Liitenu fixe, est contraint de se mouvoir dans un plan, soit 
izontaly soit vertical. 

)ans le premier cas, Taxe accomplit des oscillations autour 
la méridienne vraie, comme Taiguille de déclinaison au- 
ir de la méridienne magnétique. Les lois de ces oscilJa- 
ns diffèrent sensiblement de celles du pendule simple, 
ici qu'il en soit, le giroscope fournit un moyen curieux, 
non soumis aux mêmes causes perturbatrices que la bous- 
le, de s'orienter en mer quand tous les compas ont été mis 
rs d'usage par une cause quelconque. 
Semblablement, quand on oblige les oscillations à s'effec- 
3r dans le plan du méridien. Taxe devient une sorte d'ai- 
ille d'inclinaison oscillant autour de la parallèle à l'axe du 
)nde, et pouvant, au moins théoriquement, servir à déter- 
ner la latitude du lieu. 

Enfin, quand l'axe est entièrement libre et sans vitesse ini- 
le, il tend, en vertu de sa qualité d'axe principal, à con- 
pver une direction fixe dans l'espace; il résultera de cette 
adance un mouvement apparent très lent, en vertu duquel 
xe aurait fait un tour complet autour de la ligne nord-sud 
vingt-quatre heures sidérales, si la présence des chapes 
l'existence des frottements ne venaient considérablement 
lérer ce résultat, 

2lcul de réactions d' un corps tournant sur un appui mobile. 

Supposons maintenant que, la rotation n étant toujours con- 
dérable, on agisse sur le point C de manière à faire prendre 
Taxe de figure un mouvement obligatoire; les équations (i) 
ous feront connaître les réactions du corps tournant sur l'ap- 
ui ou support mobile C. Ces réactions sont égales et de sens 
Dniraire aux quantités que nous avons désignées par Y et Z, 
'squelles représentent l'action de l'appui sur lecorps tournant. 
Pour nous faire une idée nette des lois des phénomènes 
ue nous étudions, distinguons un certain nombre de cas 
^ïûples, en négligeant toujours les termes indépendants de n 
evant ceux qui sont multipliés par ce facteur. 
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lo Supposons d*abord qu'on oblige la droite OC à décrire 
un cône circulaire autour de Taxe O^, avec une vitesse angu- 
laire représentée par ^, en projection sur le plan des xy. 
Supposons en même temps qu'on ait a =: o, de manière que 
la pesanteur soit détruite et que le corps, soustrait à Tefforl 
qui s'exerce au point C, tende à conserver indéfiniment la 
rotation qui l'anime autour de l'axe principal OC. 

Faisons dans les équations ( j ) 

e = o, 
il vient, avec l'approximation dont nous nous contentons, 

(17) Y/mAsin0^, Zl=-Cn^\fs\ne. 

On voit que la réaction principale ( — Z) est normale à la 
direction du mouvement qu'on imprime à l'arbre OC; elle 
est à peu près proportionnelle à la rotation propre /i, et tend 
à soulever l'appui. Quant à la réaction directement opposée 
au mouvement, elle est relativement faible et indépendante 
de l'état de repos ou de mouvement des corps. 

Réciproquement, si l'on veut changer l'orientation de l'axe 
supposé immobile, il faut exercer sur cet axe un effort ascen- 
dant ou descendant Z, selon qu'on veut Je faire mouvoir à 
droite ou à gauche, mais toujours situé dans le plan vertical 
conduit par cet axe. On a alors, en vertu de la deuxième des 
équations (17), 

d^ _ Zl 



(.8) 



cit CnsinO 



Supposons la rotation n assez considérable pour qu'on ne 
voie pas le corps tourner, on sera averti de l'existence de celte 
rotation en voyant si l'axe de figure, soumis à un effort verti- 
cal Z, cède directement à cet effort, ou bien s'il prend au con- 
traire un mouvement latéral. Des phénomènes de ce genre 
fourniront peut-être un jour des indications sur la rotation 
des molécules des corps, à la condition qu'on ait un moyen 
de ramener les axes de toutes ces molécules au paraliélisoîe, 
afin que les effets concordent et puissent fournir une somm^ 
appréciable. En tout cas, il y a là un paradoxe dynamique 
fort intéressant. 
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B qi'im tieane à U mai» l>\tréinil^ C do l'ave : 
esealementii maintenir l'axe tJanstitieitiriH- 
1 sapporte «iiiiplomeiil lu fraction du poid^ 
«d'après les règles de la :^talK|ue, l'raciiou qui no 
ipeod tu aoeane bçon de la rotation m. Si l'on veut, uu 
Dlnîiv, cfcaager l'orientation de l'axe en le faisaitl tounior 
tour de la verticale du point d'appui tî\e, on ressent uiio 
islance «msidérable, dont on ne se rend pas parfaitement 
opte, et qa'oa est porté tout naturelleineiil à rt-^ardor 
ime opposée an moavenient qu'on chereho à produirt*. En 
lité, on n'éprouve qu'une résistance insignilîante dans lo 
s du rnooTemeat; mais une autre au contraire très forio 

Fig. 53. 




EE cercle verlical fixe; 
ZZ' axe veiiical, antoiiT duquel peut It 
UM aie de la seconde chape II'; 
ce axe de la spbère mablle 



3 la direction perpendiculaire, résistance qui tend à sou- 
r l'appui artificiel. L'expérience est facile à faire avec 
lareil de Bohnenberger, représenté par la^^. 55. Si l'on 
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cherche à faire tourner la chape zz' B autour de la Tei 
ou éprouve une résistance très forte; cette chape paraît i 
dément fixée; et le seul résultat qu'on obtienne e^ll 
liaison de l'axe CC. 

Pour se rendre compte de ce qui se passe dans cette 
rience, soil Y l'effort horizontal exercé; on a, par la d( 
des équations (i) simplifiée, en négligeant les termes do 
uiier membre qui ne contiennent pas n, 

-C/ie = Y/, 
ou 

dt~~ Cn 

La partie positive de l'axe tend donc à se relever, el h 
réaction Y est proportionnelle à la vitesse angulaire de ee 
mouvement de nutation. 

Il suit de là qu'on peut réduire considérablement la rét& 
tion Y, c'est-à-dire supprimer de son expression le terme 
proportionnel à n^ et cela en s'opposant simplement au mod- 
vement de nutation. 

On obtient ce résultat en établissant, au mojen d'une gou- 
pille passant dans deux trous convenablement ménagés, une 
liaison invariable entre les deux chapes, de manière que 
l'axe ce conserve seulement la liberté de tourner autour de 
la verticale zz'. 

En effet, si Ton fait 6=0 dans les équations (i), nous 
avons trouvé, pour la loi du mouvement de l'axe en projec- 
tion horizontale, l'équation 

Asin5^=^Y/, 
dt 

liuiuelle ne dépend pas de la rotation. Quant à la relation 

Z/ - C/*i{^sin5— (C — A)i};'sin9cos6, 

t'ilo donne la thargo du goujon que nous avons introduit pour 
( iu|u^i'her la nutation. 

i;o\|)érienoo est extrêmement curieuse : les deux chapes 
fiant lihres, on éprouve une résistance considérable pour 
rlianKer la direction de la chape moyenne, et il semble qu'il 
l'ailUî un Kt'and déploiement de force pour faire tourner cette 
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^pe d'un petit angle, en conservant Tinclinaison de Taxe 
la sphère. 

introduisons le goujon; on est alors tout surpris que cette 
îson nouvelle, cette gêne fasse disparaître pour ainsi dire 
QQplètement la résistance dont nous avons parlé. Une légère 
pulsion fait faire deux ou trois tours à Tappareil, si les 
'ots z et z' sont bien graissés. Une fois qu'au moyen de cet 
ifice on a amené la chape M dans un certain azimut, on 
qu'à supprimer la goupille, et la chape se retrouve aussi 
idement fixée dans cette position que dans la première. 

^et d'un couple appliqué sur l'axe de figure d'un corps 
animé d'un mouvement de rotation rapide, 

i^our résumer ce qui précède, nous avons vu que, sous Tef- 
l d'un couple vertical Z/, l'équation du mouvement de l'axe 

d^ _ Zl ^ 



dt C/isin6' 

contraire, avec un couple Y/, on a 

^__ Y/ 
dt ~~ C/i' 

peut donc énoncer le théorème suivant : 

rHÉORÈME. — Quand un solide de révolution est animé d'un 
>uvement de rotation considérable autour de son axe de 
furcy l'effet d'un couple appliqué sur cet axe est de lui com- 
iniquer un mouvement de rotation normal au plan du 
uple. 

Réciproquement : Quand on oblige l'axe à prendre un cer- 
in mouvement dans l'espace, la réaction ou force d'inertie 
' à peu de chose près perpendiculaire à deux positions con~ 
'Utives infiniment voisines de l'axe. 

Application au tir des projectiles, — Un projectile oblong, 
irès avoir parcouru un certain espace en dehors du canon, 
a plus son axe de figure tangent à la trajectoire de son centre 
! gravité, d'où il suit que la résistance de l'air produit sur 
t axe des forces qu'on peut considérer approximativement 
Uï. i5 
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«luTche à faire tourner hi cliiiiu* - ^ i* 
on (''jirouve une résiï^lanre ln:^ I.- n; 
dément fixée; et le >eiil uî^ lii-u 
naison de l'axe CC/. 

l*onr se rendre eoinj)ii; v'î • (j-i. 
ricnee, soil Y l'elVort Jjori?. ioIim .- • 
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connne équivalentes à une i'.»-.ii 
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'■'. Ou trouve com. 

^ ,. ,.„,,„, ;ii!.M .lin-rtcmcnl les ■ 

M M,-Mi-cM><>'>'- i'tablir ces 
. .,. .rnclinnsporlurbalnrc^s. 
.. ,.v.../'-../.^-l^<'centrede gravita 
,,,,ru>u vertical. H <los appuis est égale 

T + T'-hQ. 

La réaction langeute aux tourillons, 
ment, est égale à 
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en mullipHanl cette quantité par le t-^^ 
aura le moment du frottenient; ou ^^^ 
qu^il faut ajouter au travail résistauv c\ ^ 

vement. 

a» Quand le corps n'est pas cet\\.T-^ 
principal, les réactions des appuis ^c^^ ^^^ que Taxe 
lion des axes d'inertie ;îl en résulta ^^ ^ variables avr; 
cher les paliers. C'est là un grav^ T*^ efforts tenda 
atténuer le plus possible, mais c\or^^^ V^^^nvénient, « 
culer l'effet d'une manière prc'îr:!^^^^ ^ \1 n y a pas lie 
3« La roideur des cordes clr»\t * 
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courant. Les tonnes d'extraction contiennent So©"^ de chir- 
bon et pèsent vides aSo^s; de sorte qu'au départ le poidsdu 
câble, qui est de laoo^e, s'ajoute au poids de io3o'« qu'oni 
à soulever; il s'en retranche au contraire quand on arrive ao 
jour; de sorte que, sans des dispositions particulières, on 
serait obligé d'employer la force de la machine à retarder le 
mouvement des tonnes pleines, entraînées parles tonnes vidu 
jointes au câble déroulé. 

A Anzin, les câbles plats ont o">, 1 15 de largeur sur o^.oaJ 
d'épaisseur; ils pèsent 4^^, 19 par mètre courant; les tonnes 
contiennent 6oo^b à 700^ de charbon de houille et pèseol 
vides i3o^. On voit donc que dans un puits de aoo" le poids 
du câble dépasse celui du contenu de la benne- Comme il 
n'est pas rare d'avoir des puits d'extraction de Soo"" et au 
delà, on voit qu'il y a une grande importance à équilibrer le 
poids des câbles ou à le compenser au moyen d'un artifice par^ 
ticulier. On y arrive en employant pour les câbles ronds de; 
tambours coniques au lieu de tambours cylindriques (^^.5;), 




Il est difficile d'arriver ainsi à une compensation suffisamment 
complète; aussi s'est-on arrêté généralement à l'emploi de 
câbles plais, dont les spires successives s'enroulent sur des 
bobines en se recouvrant mutuellement, ce qui permet df 
faire varier les bras de levier dans des limites plus étendues. 
On voit que ces tambours coniques et ces bobines augmentent 
le bras de levier de la résistance à mesure que cette résis- 
tance diminue, et tendent d'une manière utile à régulariser 
l'effort développé par la machine d'extraction {voir 1. 1- 

flff. 223). 
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DU MOUVEMENT VARIÉ DES MACHINES. 



lous avons d'abord étudié les machines au point de vue 
)métrique, puis nous avons vu comment elles transmettent 
travail des forces dans leur mouvement uniforme, quand 
les considère pendant un temps suffisamment long. Il nous 
>te à nous occuper de leur mouvement varié, c'est-à-dire 
s perturbations de leur mouvement uniforme. Il est 
lilleurs entendu que nous nous occupons seulement ici des 
ichines dans lesquelles l'emploi de la force et son économie 
Qt une considération importante. 

Equation du travail. — L'équation qui donne les circon- 
inces du mouvement des machines est l'équation du travail 

Si Ton prend cette équation entre deux instants quelcon- 
aes, elle nous donnera toutes les circonstances du mouve- 
lent varié de la machine. 

One machine se compose, nous l'avons déjà dit, de trois 
arlies principales : i** un récepteur; 2<» un outil; 3<» une 
tiiismission de mouvements. 

-Da mouvement uniforme, — Nous avons vu quels sont les 
vantages du mouvement uniforme au point de vue de l'éco- 
omie de la- force, de la conservation des mécanismes et de 
i bonne exécution du travail ; cherchons comment nous pour- 
ODs le réaliser avec la plus grande approximation possible. 
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Il y a trois causes de mouvement varié dans une machine; 

1*» Irrégularité d'action du moteur; 

2<* Irrégularité de la résistance (*); 

3° Enfin distribution irrégulière des diverses masses en 
mouvement qui font partie de la machine. 

Nous allons nous occuper des moyens le plus en usage 
pour se garantir de ces trois causes d'irrégularité, ou du moins 
pour les resserrer dans des limites que la pratique a démon- 
trées être sans inconvénients. 

Récapitulons les notions déjà acquises à ce sujet : 

i*» On doit, conformément à ce que nous avons vu dans la 
partie consacrée à Tétude géométrique des mécanismes, 
déterminer le tracé des engrenages et autres organes à rota- 
tion continue, de manière à transmettre le mouvement d'un 
arbre à un autre avec une uniformité parfaite, et non plus 
seulement avec une régularité périodique, ce qui arriverait 
si les dents avaient des formes quelconques, mais constantes. 

2° Les roues doivent être parfaitement centrées, sans quoi 
la pesanteur produirait alternativement un travail positif et 
un travail négatif, et, à moins que le moteur ne soit lui-même 
irrégulier dans un sens convenable pour compenser cet effet, 
il y aurait une variation de vitesse. 

3» Mais cela ne suffit pas : il faut encore équilibrer avec 
soin les forces d'inertie comme dans le cas des meules; nous 
avons vu, en effet, que quand Taxe de rotation n'est pas un 
axe naturel, il tend à changer de position dans l'espace, et 
par conséquent à arracher les supports qui s'opposent à ce 
mouvement, ce qui ne peut manquer de produire sur la 
machine des effets désastreux. 

4° La loi de l'uniformité du mouvement exclut tout à fait 
les pièces à mouvement alternatif. Les efforts des bons con- 
structeurs et des mécaniciens instruits doivent tendre autant 
que possible à n'employer partout que des pièces à rotation 
continue et autant que possible uniforme, ainsi qu'à proscrire 



( ' ) Ces deux causes d'irrégularité peuvent d'ailleurs se compenser, et dans 
toutes les machines où la résistance est irrégulière, le moteur doit toujours être 
pourvu d'un organe spécial dit régulateur, dont l'office est de proportionner a 
chaque instant la puissance motrice à la somme des résistances à vaincre. 
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e action intermittente de la part du moteur et des rési- 
ces : c'est ce qu'on n'a pas encore résolu d'une manière 
ique relativement aux machines à vapeur. Il faut au 
ns, comme nous l'avons dit en Cinématique, que le tracé 

divers mécanismes à mouvement alternatif soit tel que 
.es les pièces de ce genre prennent et éteignent graduel- 
ent leur vitesse au commencement et à la fin de chaque 
illation. Enfin, quand on aura des pièces de poids consi- 
able animées d'un mouvement alternatif, il faudra autant 
! possible leur ajouter des contrepoids convenables, comme 
is le verrons dans le cas des machines d'épuisement et 

machines à vapeur. 

^nfîn, toutes ces conditions géométriques étant supposées 
nplies, au moins pour les pièces principales de la machine, 
niformité du mouvement est subordonnée à l'égalité qui 
il exister à tous les instants entre le travail moteur et le 
ivail résistant. Généralement cette égalité n'a lieu que 
iriodiquement, et le mouvement est périodiquement uni- 
nne. Ce qu'on appelle régulariser un pareil mouvement, 
est en limiter les irrégularités. 

Les principaux appareils qu'on emploie à cet effet sont les 
liants, dont nous allons donner la théorie générale. 



§ XXIII. — Théorie des volants. 

Bans toute machine à mouvement périodiquement uni- 
^rme, quelle que soit l'irrégularité d'action des moteurs et 
w résistances, on peut toujours, au moyen d'un volant con- 
'fiable, restreindre les variations de vitesse dans des limites 
^ojfensîves. 

En général, quand un système matériel dont les éléments 
H des vitesses qui croissent ou décroissent ensemble pos- 
'de une grande force vive, il peut recevoir dans un temps 
^terminé un travail moteur notablement différent du travail 
'Sistanl, et ne subir qu'une variation peu sensible de vi- 
nsse. 

Considérons, par exemple, un excédent de travail moteur 
Sal à AT, développé pendant une certaine fraction de la 
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période dp la macliint:, et soil à l'iiisiani iniiial 

la demi-force vive correspondant à la viiesse de régime. Im- 
posons-nous la condiiion que les vitesses varient senlemenl 

d'une rraclioit de leurs valeurs normales représentée par- 
la demi-force vive deviendra dans celte hypothèse 



et l'accroissenienl 






devra èlre précisément égal à AT. Cette condition délermioe 
la demi-force vive normale K, et l'on voit que, la vilessti' 
étant déterminée par d'autres considérations, c'est en choi- 
sissant convenablement les facteurs m qu'on régularisera ie^ 
écarts de la vitesse. 

On est ainsi conduit à introduire dans la machine des masses 
d'autant plus considérables qu'on a besoin de plus de réguls- 
rité ; et pour cela le mode le plus généralemeni employé dans 
les machines de rotation consiste dans l'emploi d'un roianl, 
calé sur l'un des arbres de la machine. L'action régularisalrice 
d'un volant est en raison de son moment d'inertie et du caW 
de sa vitesse angulaire; il est donc avantageux, à ce point de 
vue, d'augmenter son rayon pour diminuer son poids, etiif 
l'installer sur l'arbre qui tourne avec le plus de rapidité. 

L'addition d'un volant convenablement calculé aura dow 
pour effet d'empêcher la machine de s'emporter sous ri"- 
fluence d'un excès du travail moteur sur le travail réwslanl- 
Semblablement, une prédominance des résistances pourra w 
manifester sans ralentir par trop la machine; mais il ne faut 
pas oublier que nous supposons expressément que ces deu* 
effets opposes se compensent au bout de chaque période,!* 
supériorité appartenant alternativement à la puissance et i '* 
résistance, sans quoi la vitesse de régime serait altérée, et ' 
faudrait chercher un autre moyen que le volant pour rameoei 
les choses dans leur état normal. 
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^ous considérerons donc uniquement, dans les calculs qui 
nt suivre, les variations régulières qui résultent du mode 
iction des forces mises enjeu, et nous calculerons, dans les 
s qui se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique, 
3 proportions d'un volant capable d'atténuer les effets nui- 
bles de ces variations* sur la bonne exécution du travail à 
fectuer. 

Considérons un arbre tournant {fig* 58), que nous pren- 
ions horizontal pour fixer les idées. Nous supposerons 

Fig. 58. 




tl'abord, pour ne pas compliquer le problème, que les diverses 
résistances soient constantes, et qu'elles agissent d'une ma- 
nière continue, tant sur le treuil dont l'axe est que sur 
les autres treuils avec lesquels l'arbre est en rapport con- 
stant de vitesses. Par suite, nous pourrons remplacer toutes 
ces résistances par une force unique F, tangente à un cercle 
de rayon A, pris à volonté, de manière seulement que le pro- 
duit 2 7raF soit égal à la somme des travaux résistants déve- 
loppés pour une révolution entière de l'arbre 0. 

Quant à la puissance, nous la supposerons, comme dans 
toutes les machines à vapeur, appliquée à un organe animé 
^W mouvement alternatif, et transmettant un mouvement 
^e rotation à l'arbre par l'intermédiaire d'une bielle et 
'ï^ne manivelle. L'effort moteur Q étant constant, le moment 
'® Cet eflfort varie comme la distance du point à la bielle BQ, 
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c'esl-à-dire comme le sinus de Tangle Q, compris entre la m 
nivelle et la direction moyenne de la bielle, si nous négligeoM 
les déviations résultant pour la bielle du chemin que Textr^ 
mité opposée au bouton de la manivelle est assujettie à décrira 
Dans ces hypothèses, le moment de la résistance étant cou 
stant et égal à F«, le moment de la puissance est représeni 
par bQ sin0, b étant le rayon du cercle décrit par le bouto/: 
de la manivelle. C'est de la variation de ce dernier moment 
que résulte dans la vitesse angulaire l'irrégularité dont il 
s'agit de déterminer les lois et d'atténuer l'importance. Il y a 
deux cas principaux à considérer, selon que la machine esta 
simple ou à double effet. 

Premier cas. — Calcul du volant d'une machine 

à simple effet. 

Une machine est dite à simple effet quand l'effort mo- 
teur supposé vertical agit toujours dans le même sens, par 
exemple en descendant, de manière que l'action du moteur 
est nécessairement intermittente, et s'exerce seulement pen- 
dant une demi-révolution de la manivelle. Il développe pen- 
dant ce temps un travail égal à 26O, et, si l'on veut que le 
mouvement soit périodiquement uniforme (*), cette quantité 
doit être égale au travail de la résistance pour un tour entier, 
soit à 27raF. Cette condition détermine le rapport de la puis- 
sance à la résistance, et si nous désignons par T le travail 
dépensé et recueilli pour chaque tour de la manivelle, nous 
aurons une première relation 

(1) T=i26Q = 27raF. 

Cette équation étant supposée satisfaite, étudions les lois 
de la variation de la vitesse angulaire de l'arbre pendant 



(') Il est bien entendu qu'au commencement du mouvement de la machiï^ 
la périodicité n'avait pas lieu, soit que la force Q fût plus grande, soit que l* 
résistances P fussent plus petites que dans l'état supposé par l'énoncé; q»*' 
qu'il en soit, nous admettons que le mécanicien après avoir mis le moteur ^ 
état de fournir le supplément de travail nécessaire pour la mise en train, 
réglé sa machine pour le travail normal, la force Q étant celle que four^^ 
l'équation précédente, et le mouvement périodiquement uniforme étant étal^ 
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une période, c'est-à-dire pendant une révolution complète de 
cet arbre. 

Il est d'abord bien clair que, tandis que le bouton de la 
manivelle remonte de B" en B', le système étant uniquement 
soumis à des forces résistantes, la force vive de ce système 
diminue. Le ralentissement continue encore quelque temps 
après que le point culminant B' est dépassé, parce que le 
moment de la puissance est d'abord très faible et inférieur à 
celui de la résistance. L'instant où la vitesse cesse de dimi- 
nuer et atteint, par conséquent, son minimum, correspond à 
un angle B'OB, pour lequel les moments des deux efforts 
contraires Q et F sont égaux. En désignant par B l'angle B' B, 
on a 

(2) Fa==6Qsin0, 

d'où, en ayant égard à l'équation (i), 

sin0= -• 

r. 

Cette valeur correspond à doux angles supplémentaires : 

e,- i8o33'4o\ 
02 = 161^26' 20%- 

quand l'angle de la manivelle avec OB' est égal à ôj, le mo- 
ment de la force Q, après avoir surpassé le moment Fa pen- 
dant assez de temps pour fournir l'excès de travail moteur 
destiné à compenser la prédominance des résistances pen- 
dant le reste de la période, se retrouve égal à Fa; la vitesse 
angulaire atteint son maximum, et diminue ensuite jusqu'à 

Ce que Q repasse par la valeur ^j. 

Soit Wj la vitesse angulaire minima, «2 la vitesse maxima; 

appliquons l'équation du travail entre les deux instants cor- 

ï*espondants, il vient, H désignant le moment d'inertie du 

treuil 0, 

|H(a)*--a)î)=26Qcos0,-Fa(Ô2-0i) 

= t('cos0i-^?^^Wo,55iT. 

Désignons par w la moyenne des vitesses extrêmes, et 
^ïïîposons-nous la condition que la différence de ces mêmes 
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«,1 
H — ^o,55iT. 



Celte équation détermine le moment d'inertie H; ^.. .- 
présente ordinairement, d'après le général Poncelet, sousli 
forme suivante : 

Soit N la force de la machine en chevaux, N' le nombre k 
révolutions par minulL'. Le Iravail, pour une révolulion, éunl 
représenté par T, on aura par minute N'T, quanlité quidev» 
être aussi égale, d'après la définiiion du cheval-vapeur, i 
6ox 75 X N; donc 

T=45oo^. 

Quant au moment d'inertie H, comprenant à la fois le* 
termes qui proviennent des pièces essentielles de la macliinf 
et ceux qui correspondent au votant proprement dit, reprf- 
3entons-le par celui d'un anneau de poids D et de rajon H; 
enfin désignons par W (') la vitesse moyenne <cR d'un puii*' 

( ' I Les valears des vitesses extrêmes, eo foDctiou 1 
du CDeiRcieDl de i^giilarUalion, sont 



(') 1! pBiil y avoir plusieurs volants sur les dïver 



a n^inv 



velle; alors il Taul coaceToir qWf^ 
représenl^at la somme des poids des éléments de U machine, mulliplïëi Mfi'' 
livemenl par les ciarrda des vilesses moyennes de rea éleuiBals. Nom ïop* 
d'ailleurs, on étudiant les transmissions, qu'on pratique Is priaLipnl «nlul l»' 
presque toujours faire corps avec l'arbre de U manivelle; sans quoi . 
qae tantôt cet arbre mènerait le vêlant, et (antSI serait conduit par lu, o 1" 
doauerût lieu à des cbocs dans l'engrenage de commuDication. 
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;au, il \i(Mil i-ri «lêlinitive 

IIW = 243^4 ^• 

Pour calculer la loi do varialioa de la vitesse angulaire, il 
fitul appliquer l'équalion des forces vives entre une position 
"xe et une position varialitc quelconque; seulement un re- 
iiarquera qu'il y a discontinuité dans l'expression de cette 
W, attendu que la force Q agit seulement pendant une deini- 
''évolulion, et se trouve supprimée dans l'autre. 
Ou point B' au point It' nn a 



iH(5. 



'<) 



- - I 1 , 00 ^ 



En donnant à 9 les valeurs extrêmes 
vitesses to' i-i m" qui répondent aux points 

ll(..>"-r„î)^o,o5T, 

H(r„"-,.,î)-_z l.oôT. 

ï)ii poini B" au ]>oint B', l'f-quation est 



js zéro et tu, on a les 



(6) 



;n('..'- 
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La Jiff. 59 représente la loi de variation 
^'lesse anfïulaire avpc l'angle B. 




Quelque défavorables que soient les macliinesdoce gonri 
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ièpo de ces deux valeurs correspond à un minirauin, 
_ e à uu maximum. Les circonstances du mouvemeni 

la demi-circonférence B°B' sont d'ailleurs identiques 
les de ta première, comme le montre la couibe (/;§■. 60), 




ous nous bornerons ù iJlu<lJer \ii mouvement pendant un 

li-lour. 

es équations qui servent à la détermination du volant sont 

L =T('î2îi'-îi^')=o,.o5T, 

lii l'équaLiOD qui donne la val«Dr de u en un point quol- 
«lueesl 



H — =o,io5T, 
HW = 4645 2^; 



HN.-„î)=T(o,6o5-2!^'-i) 



Uions pas qn'il y a toujours discontinuité géométrique 
loi de variation àe la vitesse an^lsire.lueD que celle 
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discontinuité soit peu apparente sur \a,Jig. 60, et que l'équa- 
tion (9) doive servir seulement pour les valeurs de 9 com- 
prises entre zéro et jr. 

La substitution du double effet au simple efîet, par la distri- 
bution plus uniforme du travail moteur, permet de diminuer 
beaucoup le poids du volant qui répond à une valeur donnée 
du coelticient de régularisation n. Seulement, les machines 
de ce genre laissent subsister deux points morts, dans les 
environs desquels le moment de la puissance est extrêmement 
faible. Comme le moment de la résistance est constant, le 
démarrage serait impossible dans une portion plus ou moins 
considérable de la course, sans l'intervention d'une aciioQ 
auxiliaire venant momentanément au secours de la puissance, 

On évite cet inconvénient et l'on régularise en même temps 
le mouvement par l'emploi de deux machines couplées. 

Thoisiëme cas, — Deux machines à double eff'et accoupléa 
sur un même arbre. 

Deux puissances égales Q sont appliquées à deux mani- 
velles égales, calées sur le même arbre, dans des directions 
rectangulaires {fig.&i ). Chacune de ces forces (que nous sup- 




posons toujours verticales et d'intensité constante) agit ^^ 



Aux c-nvirous du poiriL U'. el pour les petites ^*^'î"'y^.'''' 
l'angle 0, le travail moteur est donc inférieur a" travail i J 

liinl; la machine se ralentit, et la valeur 0^ ne peu* corres- | 
pondre qu"à un minimum. Ce point une fois dépasse, e 
menldes puissances surpasse à son tour celui des résistances, ^ 
le mouvemenl s'accélère, et 0, représente Tinsunt ou cette 
accélération atteint son maximum. 




L'équation des forces vives, enlj'e le^ points (d,) et (5»)» 
donne 

— fcQ(cas9,-cos£3s-i-sin5,-sin5,)— Fn^tî,— 9,) = o,oio5ST, 



QW' = 467^- 
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La même équation, pour un angle ^quelconque, est 

/,o\ W/ 8 s\ rr/ /; er Sin0 — COS0 6\ 

(12) H(ûi)'-— (i)î) = T o,26o5 H 7 ; 

\ 4 TT/ 

elle fait connaître la loi du mouvement pour les valeurs de 9 
comprises entre zéro et 90^ c'est-à-dire pour une période 
complète. 

Non seulement l'emploi de la manivelle double supprime 
les points morts, maison voit, en comparant les équations (n) 
et (8), que cet emploi permet de réduire à peu près dans le 
rapport de 10 à i (^) le moment d'inertie du volant, sans 
augmenter la différence des vitesses angulaires extrêmes. 

De r accélération angulaire. 

MiSs la grandeur de cette différence entre la plus grande et 
lapl^us petite valeur de la vitesse angulaire n'est pas la seule 
chose dont il y ait à se préoccuper, au point de vue d'une 
marche satisfaisante pour la machine; il faut encore avoir 
égafd au temps qui s'écoule pendant que la vitesse passe 
d'ave limite à l'autre, ou bien à l'accélération angulaire de 
ratière tournant. 

Wà effet, cette accélération angulaire entre comme facteur 
daas des forces d'inertie qui représentent, soit la tension des 
coWroies de transmission, soit les actions mutuelles des dents 
d'engrenage, soit enfin les efforts qui tendent à rompre les 
bras des volants (*). 

(^) Let eoefficients numériques qui figurent dans le texte ont été calculés en 
apposant que les bielles restaient constamment parallèles à elles-mômes : ces 
coefficients se trouvent nécessairement modifiés, quand on tient compte de Tobli- 
qoité yariable de la force motrice Q. Ce que nous avons dit suffit pour qu'on 
puisse se rendre compte des lois du phénomène que nous étudions. 

(*) Lorsqu'un volant tourne uniformément, chacun des segments dont la jante 
est composée exerce sur les bras et sur les autres segments auxquels il est lié 
des efforts dont la résultante est la force centrifuge due à la masse et au mou- 
vement circulaire de ce segment. Si l'on fait abstraction de la pesanteur, les 
Dras ne sont soumis, dans ce cas, qu'à des efforts longitudinaux. 

Il n'en est plus ainsi quand le mouvement est varié : les forces d'inertie tan- 
gentielles tendent à fléchir les bras alternativement, dans un sens et dans 
'antre, et l'importance de ces forces croît en raison directe de l'accélération 
angulaire. 
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Les fig. 59, 60 et 62 ont été construites en supposant que, 
dans les trois cas que nous venons d'étudier, nous disposions 
du volant de manière à conserver les mêmes valeurs aux 
vitesses angulaires maxlma et minima. 

Or les coefficients angulaires des tangentes à nos courbes 
sont proportionnels aux accélérations angulaires. En effet, 
on a 

^ ^ dt ' 

d'où 

d(^ I rf(ci)*) 

de ~' 7. dd 

On voit, à l'inspection des figures, que l'accélération prend 
des valeurs de plus en plus considérables à mesure que nous 
diminuons le volant. C'est ce que montrent encore mieux les 

courbes spéciales dont l'ordonnée est proportionnelle à-^' 
courbes dont les équations sont les suivantes : 

1° Machine simple à simple effet, 

Dee=oohez=iSo-.. ^-=-1— fsinô--^ — . 

at o,55i \ 71/ 2 /i 

De^ = i8o°à0=:36o°. -y- — ^ 

at o,o5i TC 2/1 

2" Machine simple à double effet. 

De 0=10° à ^ — 180°.. -j- = ^( sm^ ) 

at o, io5 \ 7:/ 2/^ 

3° Machine double à double effet. 

,^ û „,û „ d(ù I /sin9-hcos0 2\ « 
De0 = o°ay = 90°. - . ^- = -^1 



• • • 



dt o,oio56\ 2 rj 211 

Il faut donc, eu égard à ce nouvel ordre de considérations, 
se garder de diminuer le volant dans le rapport des nombres 
fournis dans nos formules, quand on substitue un système de 
machines à un autre, ou, ce qui revient au même, prendre 
un coefficient de régularisation, selon le cas. 
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Du coefficient de régularisation, — Nous avons trouvé, 
mv la vitesse angulaire minima, l'expression 

0)1= (ï'f I ) • 

suit de là que la valeur de - est nécessairement inférieure 

n 

2, nombre qui correspondrait à 

11 va sans dire qu'on se tient largement au-dessous de cetle 
mite extrême. Ainsi, dans les machines qui, comme celles 
3s fllatures de coton, ont besoin d'une grande régularité, on 
rendra n compris entre 35 et 4o pour les numéros ordi- 
aires, on ira à 5o et même à 6o pour les numéros très fins, 
uant aux moteurs des moulins, des pompes, etc., il suffira 
B faire w = 20 à 25. 



§ XXIV. — Influence des masses excentriques. 

En supposant le mode d'action de la puissance et celui de 
résistance parfaitement réglés, le mouvement uniforme 
iurra encore être impossible, par suite du mode de distri- 
aiion des diverses masses en mouvement. 

Par contre, on peut s'arranger de manière que cette cause 
irrégularité agisse en sens inverse de celle du moteur ou de 

résistance, de manière qu'elles se corrigent l'une par l'autre, 
el est le principe des contre-poids; de ceux, par exemple, 
ui sont appliqués sur le volant des tours mus par le pied. 

Ces contre-poids agissent de deux manières : 

!*• Comme poids, ils s'ajoutent alternativement à la force 
lotrice ou à la résistance; 

2® Comme masses, ils sont animés d'une certaine force 
ive qui flgure dans la force vive totale de la machine, el 
ela de deux manières, selon que ces masses excentriques 
ont animées d'un mouvement circulaire continu, ou d'un 
doovement rectiligne progressif ou alternatif. 

Contrepoids d'une machine à simple effet, — Les tours 
ordinaires à pédale nous offrent un exemple d'une machine 
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dans laquelle la puissance agit à simple effet. Pourtant dans 
ces appareils, dont Tusage est si répandu {fig* 63), on obtient 



Fig. 63. 




la même loi de mouvement que pour la manivelle à double 
effet, au moyen d'un contrepoids K, dont le centre de gra- 
vité est hors de Taxe 0, à une distance r, et dont le poids Q' 
satisfait à la relation Q' r := { Q b. 

Si la force Q est verticale, le rayon r est dans le prolonge- 
ment de b. Il en résulte que, pendant la descente du bouton, 
la moitié du travail de Q est neutralisée par celui de C; mais, 
dans la demi-révolution suivante, la force Q n'agissant plus 
et le corps K descendant, son poids Q' restitue la moitié du 
travail de Q. Si la force Q n'est pas verticale, on dispose 
toujours le rayon OK de manière qu'il soit vertical el qu'il 
commence à monter à l'instant où le bouton B commence à 
subir l'action de la force Q. 

Dans tous les cas, le moment d'inertie — — du contrepoids 

est une partie intégrante du moment d'inertie total MRS de 
sorte que le corps excentrique K joue un double rôle : comme 
poids donnant alternativement lieu à un travail résistant et à 
un travail moteur, et comme masse diminuant les variations 
de vitesses. 

Contrepoids d'une machine à double effet. — L'utilité du 
contrepoids pour la manivelle à simple effet fait naître la 
question de savoir si une disposition analogue ne serait pas 
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aDtageusement appliquée à une manivelle à double effet, 
ridemment, dans ce dernier cas, le contrepoids ne pourrait 
re fixé à l'arbre de la manivelle; car s'il venait en aide à la 
ree mouvante lorsque le bouton de la manivelle serait à 
tn des points morts, il deviendrait résistant quand le bouton 
rail à l'autre de ces points; mais la question reçoit une 
lution afGrmative si Ton place le contrepoids sur un arbre 
»rizontal lié à celui de la manivelle par un engrenage qui 
oblige à faire deux tours pendant que la manivelle en fait 
■y en fixant le contrepoids de manière que son rayon soit 
mzontal et en train de descendre, aux instants où le bouton 
t la manivelle passe aux points morts, 
li'étude de cette disposition, qu'on se borne à indiquer ici, 
ontre : i® que, pendant un tour du contrepoids ou un demi- 
ur de la manivelle, il y a pour la vitesse angulaire deux 
axima et deux minima; 2"* que les deux maxima deviennent 
çaux, ainsi que les deux minima, quand on fait le moment Q' r 
a contrepoids égal à o^aigQ^; 3"* et que, dans co cas, le 
Lus avantageux pour satisfaire à la condition de régularisa- 
on, &),— «,= — ^-y la formule donnée pour le cas de la 

n 

lanlvelle à double effet sans contrepoids est remplacée par 
elle-ci : 

3 coefficient numérique est donc environ neuf fois plus petit. 

Des masses animées d'un mouvement rectiligne prof^ressif 

u alternatif. — Pour donner un exemple de la manière dont 

es masses s'introduisent dans les calculs,con«:idéronsd'dliord 

e cas d'une machine horizontale à double effet «ervant à 

'extraction du charbon ^ fi^. 64 •. 

La résistance sera alors repré^ent^-e par le poids P, dont !*• 

>ras de levier sera supposé é^^al à /•, et la puissance Q, sup- 

)osée constante, sera la résultante de* efforts horizontaux qui 

^'exercent sur les deux face? du piston. Nous négligeonn le 

poids de la corde et celui de la bielle HC, mais noui» tiendronn 

P' 
compte de la masse -;- du piston. Enfin nou* «tuppo«on<» la 

9 
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bielle assez grande relativement au rayon OR de la manivelle 
pour qu'on puisse la considérer sans erreur notable comme 
parallèle à OC. 

Fig. 64. 







La condition du mouvement périodiquement uniforme 
donne T = 27r/P ~4^Q« 

La force vive du système n'est plus ici proportionnelle au 
carré de la vitesse angulaire. Le maximum et le minimum 
de Tune ne répondent plus à ceux de Tautre. Soient Tangle 

B'OB =ni 0, et ô.) = -^ la vitesse angulaire correspondante. En 

appelant K la demi-force vive à l'instant où = o, on a pour 
l'équation du travail 



(0 



}a)*R*M -h |w'/'2 - -h {0)2 b^ ?>WQ — — K 



I — Q6(ï — cos^) — P/'0 



lUm^\Q-i], 



d'où, en différentiant, 



^ 0) (r'M -\~ /•' - 4- ^' sin2 ^ 
dt \ g 



g 



-h w^ b^ sin Q cos — =iQô(sin0— -) w. 
Le maximum et le minimum de oj exigent donc la relation 
<2) Qb(^mQ--\ — ?- 0)2 ^2 sin cos = 0. 
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Sillon se donne la vitesse angulaire moyenne wp'= — — ^ 

2 

lâ condition wj — w.= — > on en conclut co.^ivf i ) 

n \ 2/1/ 

ù)i=zw( i-\ ) . En substituant successivement ces va- 

irs de 0) dans Téquation (2), on obtiendra les valeurs cor- 
spondantes de 9i et 9„ l'une plus petile, Tautre plus grande 

e — • En substituant alors w, et ^1, puis wj et 0, dans Téqua- 

n (1), et en retranchant Tune de l'autre les deux équations 
tenues, on éliminera K, et Ton aura, pour déterminer R*M, 
]uation 



— (R«M4-/-«-) -^- - ^-!-(a>|sin»02-o)fsin«0,) 

rzzQ^^rcOSg.^COSg,- ^^^'"^^^ |. 

Remarque L — Si le piston se mouvait verticalement, il 

nviendrait que son poids fût contre-balancé par celui d'un 

rps fixé à la manivelle sur le prolongement de BO. 

Remarque IL — La tension de la corde n'est égale à P que 

sque la vitesse angulaire est à son maximum ou à son 

nimum. 

Remarque III. — L'action de la bielle sur la tige du piston 

point C est beaucoup plus variable; la vitesse angulaire w 

uvant être considérée comme à peu près constante quand 

nombre /i, et par conséquent le moment d'inertie, sont 

sez grands, le maximum de l'accélération du point C a lieu 

'instant du passage aux points morts, et sa valeur est ôw-; 

6o)*P' 
force totale agissant alors sur le piston est donc 

Considérons en particulier le passage du bouton au point B'; 

ccélération du point G et la force sont dans le sens B'C. 






^médiatement avant le passage au point mort, la force Q 
jitdans le sens contraire. La force F avec laquelle la bielle 
'esse le piston est donc dans le sens B'C et satisfait à 
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Téquation 

8 
ou 

g 

Immédiatement après le point mort, la force Q change brus- 

quement de direction, et la force F, devenant F — Q, 

peut être changée de sens. 

Contrepoids des locomotives, — Les masses en mouvement 
alternatif ont un effet très fâcheux à cause des forces dlnerlie 
variables qu'elles développent, forces qui troublent périodi- 
quement Téquilibre de la machine et les réactions des appuis, 
en produisant sur les liaisons des diverses parties de la ma- 
chine un effet désastreux, surtout lorsqu'il s'agit de machines 
mobiles comme les locomotives. 

Supposons qu'une locomotive soit attelée à un train, el 
qu'on s'arrange de telle sorte que la puissance soit égale à la 
résistance, de telle sorte que le mouvement du centre de gra- 
vité total soit uniforme. On sait que ce point se meut comme 
si toutes les forces lui étaient immédiatement appliquées; les 
forces intérieures se détruisent dans cette translation et 
n'ont aucune influence sur la position du centre de gravité. 
Cette position est également indépendante de la situation du 
point d'application des diverses forces extérieures. Dans le cas 
où nous sommes placés, le mouvement du centre de gravité 
est uniforme, et les forces transportées à ce point se font 
équilibre. 

Mais une locomotive se compose de deux parties bien dis- 
tinctes : l'une, relativement fixe, est la réunion du châssis, 
de la chaudière, etc.; l'autre, mobile par rapport à la prenoière, 
est formée de l'ensemble des essieux, roues, bielles, mani- 
velles et pistons. 

Lorsque le centre de gravité de la partie mobile marche 
relativement en avant ou en arrière, pour que le centre de 
gravité général conserve son mouvement uniforme obligé, il 
faut que la partie ?\\q prenne en sens inverse un mouvement 
de tangage ou de recul. 
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^f)ient (/^. 65) 

la manivelle; 
f)n centre de gravité; 
h bielle ; 
ion centre de gravité ; 

Fig. 65. 
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z=r, OG — d, AB = 6, AGi=|6; 

masse de la machine entière ; 

lie de la manivelle; 

lie de la bielle; 

lie du piston avec sa tige, le plongeur, etc.; 

elle de la partie fixe ; soit M' = M — 2|ul — 2B 



-2P. 



partir du point mort B', le centre de gravité de la mani- 
5 a marché de 

d{i — cos(3); 

li de la bielle, de 

r(i~cos(3)— |6(i — cosa); 
n le piston et son attirail, de 

/•(i — cos(3) — b{i — cosa). 
'angle a étant assez petit, d'après l'équation 



/• 



sina — Tsin6, 



I — cosa — ^ sm^a 



1 / 



2 b' 



.2 
-,sin'(3. 
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Les quantités qui précèdent deviennent ainsi 

d{i — cos(3), 

I /•* 

/•(i--cos6)— -zr -rsin*(3, 



I / 



.s 



/•(i- cosP)-- -^sin'p. 

Les pièces analogues répondant à la manivelle qui esta 
angle droit sur la première donnent 

<f sin(3, 

1 /'^ 
/sinp -4- - -^sin*p, 

rsinÔH r sin*6. 

En désignant par œ le déplacement du centre de gravité 
lotal, on aura 

M'^ = (fjLû? + Br 4- Pr)(i — cosp 4- sin(3), 

ou, en désignant par m la masse de la manivelle reportée à 
son extrémité, c'est-à-dire faisant 

x=i =rp /(i — cos(3 + sin (3 ) = />-+- ^sin((3 — 45"). 

C'est la loi du mouvement de la projection sur un diamètre 
d'un point M qui se mouvrait uniformément sur un cercle de 
rayon q {fig. 66). De plus, par suite de la position rectangu- 
laire des manivelles, les mouvements relatifs s'opèrent des 
deux côtés dans des sens alternativement concordants el 
opposés; la somme des moments, relativement au centre de 
gravité général, des forces de recul provenant des deux ma- 
nivelles, change périodiquement de signe et tend à imprimer 
à la chaudière un mouvement de lacet sur les rails. Des per- 
turbations analogues se manifestent dans le sens vertical. En 
effet, lorsque les pièces mobiles s'élèvent ou s'abaissent, la 
machine tend inversement à s'abaisser ou à se relever, et par 
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dans le premier cas, à écraser les rails, à laminer iné- 
lent les bandages, et, dans le second, à sortir de la voie. 

Fig. 66. 




a cherché à supprimer en tout ou en partie ces effets 
nuisibles, en introduisant de nouvelles masses chargées 
>mpenser à peu près les irrégularités dont nous avons 
;, c'est-à-dire en plaçant convenablement des contrepoids 

les roues de la machine, mais on ne peut pas y réussir 
)lètement; bien plus, dans le principe, on s^était occupé 
mt d'annihiler les perturbations dans le sens horizontal : 
st trouvé qu'on augmentait de cette façon les perturba- 
; dans le sens vertical, qui sont encore plus nuisibles. 

aux actions de ce genre que sont dus, d'une part, l'usure 

e des bandages observée sur les roues munies de trop 

contrepoids; d'autre part, plusieurs déraillements 

es quand une cause accidentelle quelconque venait à 

ûder avec l'instant où la roue se trouvait presque déla- 

des rails sous l'influence des forces d'inertie verticales. 
js efforts du même genre se développent dans les ma- 
es fixes à grandes vitesses; ils ont été moins remarqués 
e que, ne pouvant se traduire par un déplacement obser- 
e, ils se confondent avec toutes les autres causes de 
ations et d'ébranlement des supports, qui affectent les 
es de la machine. 




Il résulta (lu paragraplie précédent que, lant que le Iniû ■ 
moteur fourni à une machine se trouve pértodiquemeutégi 
au travail résistanl dépensé, on peut toujours, au mojM ■ 
d'un volant convenablement calculé, atténuer autant qa' 
le voudra les irrégularilés dont les causes sont pour ains 
dire régulières et se reproduisent à chaque tour en verU • 
de la constitution géométrique de la machine. 

Comme, d'ailleurs, les volants présentent le double incon- « 
vénient d'augmenter les résistances passives el, en rais 
la force vive qui y est emmagasinée, de gêner beaucoup It 
mécanicien dans les circonstances où il devient nécessaire 
d'arréler la machine le plus promptemenl possible, il coo* 
viendra de n'avoir recours à cet organe qu'après avoir épuis* 
tous les moyens de régulariser directement l'action delapui»- 
sanci' d'une pari, celle de la résistance de l'autre. Quoi 
en Suit, on trouve dans ce qui précède des ressources suIÏh 
santi^s |iour se garantir de tous les edets nuisibles qui résulte- 
raient des variations normales du mouvement d'uue machine 
donnée. 

Varialinits accidentelles. — Mais, indépendamment île* 
variations normales que nous venons d'étudier, il faui 
encore se tenir en garde contre les variations accidentelles 
qui peuvent se produire brusquement et à chaque instant, 
dans un sens ou dans l'autre, sans qu'il soit possible de \^ 
prévoir individuellement lors de la construction de la las- 
chine. 

Ces sortes d'accidents se présentent d'ailleurs, à titre de 
conditions tout à fait normales, dans les ateliers oi!i une ma- 
chine motrice unique met en mouvement un nombre variable 
de machines-outils , chacune de celles-ci clanl, à la volonl* 
de son conducteur, embrayée ou débrayée de la transmission 
générale, selon 1rs besoins des divers services. 

Considérons la machine â l'instant oii elle est parfaitemenl 
réglée pour le mouvement périodiquement uniforme, etsup- 
posons pendant un certain temps une augmentation acciJei" 
telle du travail des résistances après quoi celles-ci se replacent 
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Qs leurs conditions normales. Si le travail supplémentaire 
igé de la machine n'est pas trop considérable, cette dépense 
urra être couverte par la diminution dans la force vive de 
machine; celle-ci ne s'arrêtera pas, mais elle marchera à 
le vitesse plus faible que sa vitesse de régime, et cela 
squ'à ce qu'il se produise une nouvelle variation acci- 
ntelle, agissant en sens inverse de la première. 
Or nous avons vu combien il était important qu'une ma- 
line ne s'écartât pas trop de la vitesse pour laquelle les pro- 
irtions de tous ses éléments ont été calculées. On obtient 
i résultat en se ménageant, quand on fait le projet de la 
achine> des moyens d'action particuliers sur le moteur, de 
anière à pouvoir lui faire développer dans l'unité de temps 
18 quantité de travail plus grande ou plus faible que la 
lantité normale, selon les cas. Les appareils destinés à 
aie fonction importante sont assez souvent automatiques, 
autres fois ils sont mis en action par le mécanicien chargé 
B la conduite de la machine : on peut les distinguer en deux 
asses principales, que nous étudierons successivement sous 
ïs noms de modérateurs et de régulateurs. 

Des modérateurs. 

Quelque graves que soient les inconvénients résultant pour 
ne machine d'une subite augmentation de la résistance à 
aincre, les effets d'une diminution totale de cette même 
§sistance peuvent, dans certains cas, devenir beaucoup plus 
ésaslreux et compromettre la vie des personnes qui se 
Peuvent dans le voisinage de la machine. Quand les effets 
'une pareille accélération d'une machine tendent ainsi à 
►rendre les proportions d'un accident, il faut se hâter de 
)ourvoir à la sécurité en dépensant le plus vite possible une 
luantité de travail moteur suffisante pour rétablir l'équilibre 
lélruit. 

Les appareils connus sous le nom de freins et de modéra- 
teurs permettent de mettre subitement en jeu une résistance 
passive étrangère qui absorbe sans profit aucun le travail mo- 
^ur en excès. Les modérateurs ne doivent donc pas figurer 
dans une machine au même titre que les organes chargés 
IlL 17 
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d'une fonction régulière : ce sont essentiellement des appa- 
reils de sûreté. 

On peut ranger dans la même catégorie les soupapes dites 
de sûreté, qui laissent perdre de la vapeur quand la produc- 
tion est trop active, les déversoirs qui laissent écouler en 
pure perte l'eau qui dépasse la quantité dont on a besoin 
pour vaincre les résistances actuelles. Il est clair qu'on 
habile mécanicien pourra remplacer les dispositions précé- 
dentes par d'autres; qu'il diminuera, par exemple, l'activité 
du feu, et par conséquent la dépense de combustible, quand 
la chaudière produit trop de vapeur, qu'il emmagasinera dans 
un réservoir l'eau qui se trouve pour le moment en excès. 
Tels sont les principes sur lesquels sont fondés les régula- 
teurs, auxquels nous arriverons dans un instant. 

Nous avons déjà parlé des freins; parmi les organes spécia- 
lement connus sous le nom de modérateurs, nous décrirons 
seulement le volant à ailettes des horlogers. 

Volants à ailettes, — On emploie ce petit appareil dans les 
machines où la question de l'économie du travail moteur est 
tout à fait secondaire, et peut sans scrupule être sacrifiée à la 
simplicité et à la commodité de la disposition employée pour 
régler le mouvement. En voici un exemple : 

La sonnerie d'une horloge reçoit son mouvement d'un poids 
distinct de celui qui produit le mouvement du mécanisme 
principal; mais, si on laissait tomber le poids librement, son 
mouvement serait uniformément accéléré, par suite aussi 
celui du marteau sur le timbre, de sorte que quand l'horloge 
doit sonner midi, par exemple, les derniers coups du mar- 
teau seraient tellement rapprochés qu'ils se confondraienl. 
On évite cet inconvénient en plaçant sur un arbre solidaire 
de celui qui reçoit directement l'action du poids un volant à 
ailettes, c'est-à-dire un certain nombre de bras terminés par 
des ailettes disposées de manière à frapper l'air à peu près 
normalement à leur surface. Ces ailettes reçoivent de la part 
de l'air une résistance qui croît à peu près comme le carré de 
la vitesse. Il suit de là que plus la vitesse augmente sous l'in- 
fluence de la force motrice constante, plus et plus rapidenaent 
encore s'accroît la résistance, de sorte qu'il arrive un moment, 
théoriquement au bout d'un temps infini, pratiquement après 
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lemps assez court, ou le mouvement est devenu sensible- 
înt uniforme. C'est alors que la sonnerie commence. 
U est facile d'approprier à tous les cas ce petit appareil au 
Dyen de quelques modifications très simples. Si la résis- 
ice qu'il éprouve est trop grande, on incline plus ou moins 
j ailettes; on peut mùme, si l'on veut, les placer normale- 
înt à Taxe, de manière à les présenter à l'air par leur tranche, 
alors la résistance de l'air devient très faible. Aussi sont-ils 
iployés dans un très grand nombre de machines où l'on a 
soin d'un mouvement uniforme, lelles que l'appareil Pon- 
let pour étudier la chute des graves, le tourne-broche, etc. 
L'intervention accidentelle d'une résistance trop considé- 
ble peut aussi amener des accidents, tels que des ruptures 
organes, etc. On a recours, dans ce cas, soit à un système 

débrayage automatique, soit à l'interposition d'une pièce 
u coûteuse et facile à remplacer, calculée de manière à 
sser avant les organes plus importants. 

Des régulateurs proprement dits. 

Les régulateurs diffèrent des modérateurs en ce qu'ils 
agissent pas toujours dans le même sens; de plus, au lieu 
introduire des résistances inutiles chargées de dépenser un 
Lcès de travail moteur, ils règlent la dépense sur les besoins, 

diminuant quand l'accélération de la machine les avertit de 

diminution des résistances, l'augmentant en cas de ralen- 
ssement, mais toujours de manière que le travail moteur 
>QSommé soit précisément égal à ce^ui qui est strictement 
écessaire pour vaincre toutes les résistances inhérentes au 
louvement de la machine. 

On peut ranger dans la classe des régulateurs les réservoirs 
es pompes et des machines soufflantes, les châteaux d'eau 
'une distribution urbaine, les gazomètres d'une usine à gaz, 
' vide qui est au-dessus des chaudières des machines à va- 
eur. Les fusées des montres, les câbles plats des mines sont 
ticore des régulateurs à un certain point de vue, puisqu'ils 
§gularisent le mode d'action, soit de la puissance, soit de la 
isistance; mais nous ne leur donnerons pas ici ce nom. 

Les régulateurs sont de deux espèces (nous verrons plus 



tard leur application aux divers penres de Diachines). Dans les 
uns, c'est la main d'un mécanicien qui surveille le mouvemenl 
et fait marcher le régulateur au moment convenable (loeo- 
moLives); dans les aulres, la machine se règle d'elle-mênie. 
Ces deux espèces de régulaleurs ne sauraient se suppléer, 
En elfet, pour une locomotive, par exemple, il faut nécessai- 
remeni que te régulateur soit sous la main du mécanicien 
pour que celui-ci puisse donner toute la vapeur au momenl 
où le train va avoir U gravir une rampe, la réduire au contraire 
quand on approche d'une station. Dans cet exemple, il foui 
en outre on modérateur ou frein pour faciliter l'arrêt à un 
point lîxe dans une gare ou dans tout autre endroit quand la 
sécurité l'exige. Dans les laminoirs, pendant qu'on chauitelci 
barres de fer à laminer, il est complètement inutile de donner 
une grande force à la machine, car les cylindres étireurs 
tournent sans résistance à vaincre autre que les frotlemenls. 
Il faut, au contraire, lancer la machine et lui donner toule a 
vitesse au moment oij l'on va commencer à faire passer le 
métal entre les cylindres, parce que, au commencement, il J 
aura une résistance énorme à vaincre et presque toujours un 
choc violent; puis vient la phase du travail normal. 

Les machines que l'on règle ainsi fi la main sont celles pour 
lesquelles le mouvement rigoureusement uniforme n'est p« 
une nécessité absolue. 

Dans le cas contraire, il est indispensable que, dès que la vi- 
tesse vient à s'écarter de la vitesse normale, dans un senson 
dans l'autre, la machine se règle automatiquement, de manière 
à ramener la vitesse à,sa première valeur, et cela avant que 
l'écart ail atteint des limites nuisibles à la marche de l'opéra- 
tion. 

On emploie pour cela, depuis assez longtemps, un petit 
appareil que Watt appelait gouverneur, et qui est généralfl- 
ment connu sous le nom de régulateur à force centrifuge- 
Régulateur à force centrifuge. — Quatre verges rigiilB' 
égales deux à deux sont disposées dans un plan et articulée* 
à charnières, savoir : en A sur un arbre tournant vertical .*!■ 
en B et en D où elles forment un angle variable, en C sur U" 
manchon qui entoure l'arbre Al le long duquel il peut glissa'' 
en faisant varier la figure du quadrilatère symétrique ABCD' 
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is points P, P sont les centres de deux boules métalliques 
)ul le système a, à chaque instant, une même vitesse angu- 




laire autour de Taxe de Tarbre OD. La position du manchon C 
variant avec cette vitesse, on se sert de cet appareil, soit pour 
indiquer, au moyen d'une aiguille, la vitesse angulaire ac- 
tuelle, soit pour faire mouvoir un levier de manœuvre qui 
ouvre plus ou moins une soupape d*où dépend le mouvement 
de la machine principale, soit pour faire fonctionner un man- 
chon d'embrayage alternatif qui fait que le moteur modifie 
îon action pour rétablir la vitesse normale. 

La théorie approximative de cet appareil est bien simple. 
En effet, supposons Taxe et la tige réduits à de simples lignes 
*igides dépourvues de masse, et la boule réduite de même à 
m point matériel. Chacune des boules constitue alors un pen- 
iule simple qu'on appelle pendule coniguey pour le distinguer 
lu pendule ordinaire dont les oscillations sont contenues 
lans un plan unique. 

Cherchons la condition pour que la figure soit invariable de 
'orme. 

Soit w la vitesse angulaire du système (/ig» 68). Le point B 
est en équilibre relatif sous l'action de trois forces, son 
poids mg, la force centrifuge moi^r, et la tension du fil; 
chacune de ces forces est égale et directement opposée à la 
J^ésultanle des deux autres. Si donc on compose mg et mwjr 
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^oe l'appareil sera en équilibre avec une cer- 
^^ulaire w, il ne changera pas de position pour 
^^tion de vitesse angulaire, parce que cette 
^^ître une force insuffisante pour vaincre les 
*^ives de l'appareil, telles que le frottement du 

^rbre et celui des articulations. 
*^ la question complètement, voici ce qu'il fau- 

^ vitesse normale de l'appareil, quelles seront 
^gulaires w' et w'', 

^s le manchon commencera à se mettre enmou- 
^n montant, soit en descendant? 
a aussi évaluer à un autre point de vue le degré 
^ de l'appareil. Les vitesses angulaires w' et oi" 
Passées, à quelle hauteur s'élèvera le manchon 
riation de vitesse angulaire donnée. Pour que 
il sensible, il faut que pour de faibles variations 
igulaire il se mette en mouvement, et que, pour 
n donnée, le mouvement d'écart soit assez grand 
iction sur le moteur suffise à ramener la vitesse 
lormale. 

ai au Cours professé à l'école de Metz par le gé- 
let (i836. Section II, p. i3 et i4), pour les déve- 
de cette question. Je ferai seulement remarquer 
ance actuelle des praticiens est d'employer des 
petites et de donner au manchon un poids très 

■ • 

îgulateur Porter, de New- York, la surcharge du 
, de 85 kilogrammes, sous forme d'une urne mon- 
;ndant le long de l'axe. La vitesse des boules est 
environ 3oo tours par minute. 
)rdre d'idées, il n'y a pas d'inconvénients h faire 
gulateur autour d'un axe horizontal. La surcharge 
duite par un ressort qui remplace le poids dont 
de parler. 

'nts du régulateur ordinaire. — Le problème que 
• d'une machine est appelé à résoudre est le sui- 
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vant : maintenir la vitesse d'une machine rigoureusement 
égale à sa vitesse de régim^e, quelles que soient les variations 
du travail moteur dépensé. 

Or il est facile de voir que, même en mettant à part les 
questions de sensibilité, le principe du régulateur que nous 
venons de décrire est directement opposé à la réalisation de 
cette condition. En effet, supposons que cette vitesse de 
régime soit de 3o tours : si le travail résistant vient à dimi- 
nuer, la machine s'accélérera et le régulateur viendra fermer 
plus ou moins Torifice d'admission de Teau ou de la vapeur, 
par cela seul que les boules se seront écartées au premier 
accroissement de vitesse. Le moteur produira alors moins de 
travail dans Tunité de temps en vertu de cette fermeture par- 
tielle de l'admission; mais si cette fermeture de l'orifice'est 
celle qui convient au nouveau régime de travail de la machine, 
il ne sera pas possible de maintenir à la fois l'ancienne vitesse 
et le nouveau travail, puisque ces deux éléments sont abso- 
lument liés entre eux, l'ouverture convenable de l'orifice ne 
convenant qu'à la position des boules qui correspond à une 
vitesse différente. Pour que le nouveau régime de travail 
pût s'établir avec Tancien régime de vitesse, il faudrait que 
les boules pussent indifféremment se maintenir à tous les 
degrés d'écartement possibles, du moment que la vitesse de 
la machine est celle pour laquelle l'appareil a été réglé, les 
boules conservant d'ailleurs leurs propriétés ordinaires au 
point de vue de l'ouverture et de la fermeture de l'orifice. 

Si un tel régulateur pouvait être construit, chaque aug- 
mentation de vitesse amènerait une fermeture de rorifîce, 
mais la vitesse convenable pourrait encore être maintenue 
avec cette fermeture. 

Régulateurs paraboliques, — Or, si l'on se rapporte à la for- 
mule A = -^j on voit que, la vitesse co étant donnée, l'appareil 



0)2 



sera en équilibre, quelle que soit la position des boules, 
pourvu que la hauteur h reste constante. Or h est la sous- 
normale de la courbe décrite par les boules ; donc il faut que 
cette courbe soit une parabole, qui est d'ailleurs facile à con- 
struire. C'est sur cette propriété qu'on a basé la construction 
des régulateurs paraboliques dans lesquels les boules, au 
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''I v\ii expérimenté dans une scierie 

■11' la machine a varié brusquement 

II- aucune variation de vitesse. 



• '(/,(■ linrhges. — Le régu- 

■linaiie. On emploie peu 

:\ ;i certains points de 

. •■ stisiiensioa conve- 

ii~aiil (les frouements 

rit. jioiir une marche un peu 
ui- i|iti ont été signalés. 
ilii|nor au pendule conique la 
!s, qui est la meilleure pour les 
ras du pendule conique, celte 
lans perpendiculaires, comme 




uspcnsion à la Cardan; l'appareil fonctionne 
it liien, à la condition que les centres de gra- 
imes soient dans un même plan horizontal, 
uit d'une propriété curieuse qui peut être 
ïrtain cas, c'est qu'il permet de mettre une 
à une fraction de seconde près, 
ndule, par son système de suspension, est 
;nlde ses supports, et ses révolutions s'effec- 



966 DTNAHIQUE. 

D'après la disposition géométrique des lignes de la figure, 
le cercle fait saillie hors delà parabole, vers le milieu de l'arc, 




et pénètre au contraire dans la courbe vers ses extrémités. Il 
résulte de ces circonstances que, pour les positions exirêmes, 
la hauteur h est trop petite, et, par conséquent, le mouvcmeat 
de rotation normal du pendule tendrait à s'accélérer; mais une 
disposition particulière est prise pour parer à cette légère 
cause de perturbation. 

Les deux bielles qui sont articulées sur les boules et irans- 
mettent le mouvement au manchon sont aussi croisées. 

Fig. 7.. 




MM. Farcot ont adopté le principe de la surcharge, llsem- 
ploieni d'une part un pessort, dont la tension croît è mesuw 
que les boules s'élèvent, et d'aulro pari un contre-poids à bra^ 
de levier variable, calculé de manière à faire compenseriez 
diverses causes d'irrégularité. 

Sans insister sur tous ces détails, nous dirons seulement 
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tuent uniformément dans l'espace absolu indépendamment de 
l'orientation des diverses pièces du mécanisme. 

Si donc on tourne le support d'un angle de i degré, par 
exemple, en sens contraire de la rotation du pendule, la roue 
-e^m tourne comme celui-ci aura fait un tour entier par rapport 
à toutes celles qu'elle conduit pendant que le pendule aura seu- 
lement parcouru 359 degrés; et si l'on suppose que le pendule 
fasse un tour par seconde, l'horloge aura avancé de jf^ ^^ se- 
conde, ou d'une fraction quelconque, en tournant convenable- 
ment le cabinet. Le mouvement inverse produirait le retard. 

J'ai cru qu'il ne serait pas inutile d'insister un peu sur cette 
question, qui présente une nouvelle application bien simple 
de la théorie de la rotation des corps et de celle des mouve- 
ments relatifs. 

Utilité du volant au point de vue des variations acciden- 
telles. —- Il résulte de ce qui précède que, si le volant joue 
un grand rôle dans l'atténuation des variations périodiques du 
travail moteur et du travail résistant, cet engin ne peut en 
rien compenser les variations accidentelles. A toute augmen- 
tation de travail résistant doit correspondre un ralentissement 
de la machine jusqu'à ce que le régulateur ait rétabli l'état 
normal. 

Cependant, comme l'action du régulateur ne peut pas être 
instantanée, il importe que, en attendant, le ralentissement 
ne soit pas assez considérable pour compromettre le bon fonc- 
tionnement des outils. Ceci rentre dans la spécialité du vo- 
lant; et, à ce point de vue, tout ce qu'on peut dire, c'est qu'il 
y aura lieu d'avoir un volant d'autant plus lourd que la ma- 
chine sera exposée à subir des variations accidentelles plus 
considérables. 

§ XXVI. — De l'outil et de la transmission. 

Nous avons peu de choses à dire, au point de vue de la Mé- 
canique générale, de la pièce spéciale connue sous le nom 
d'outil^ qui reçoit son mouvement du reste de la machine et 
se trouve directement en relation avec la matière à élaborer. 
C'est aux praticiens qu'il appartient de déterminer la forme à 
donner à l'outil, la nature du mouvement dont il doit être 
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niméy enfin la vitesse la plus convenable pour la bonne exé- 

;ut\on de l'ouvrage à faire. Ces conditions étant une fois bien 

arrêtées, les mécaniciens devront chercher à les remplir le 

plus exactement possible en faisant intervenir la considération 

de l'économie du travail ; mais il ne faut pas oublier que cette 

considération est en définitive secondaire, et doit être subor- 

doonée au degré de perfection qu'on désire atteindre dans 

l'opération. 

Par exemple, nous avons condamné en thèse générale tous 

les engins dans lesquels l'effet utile est obtenu au moyen 

d'un choc. Cela veut dire que, toutes les fois qu'on pourra 

substituer au choc une pression continue, sans nuire à la 

bonne exécution du travail, on devra le faire. Ainsi, pour 

l'opération du broyage des minerais métalliques, et pour 

la fabrication de la poudre, on a substitué en grande partie 

les meules et les cylindres broyeurs aux pilons. Cependant 

ces derniers n'ont pas complètement disparu et sont encore 

préférés dans certains cas spéciaux. De même, pour le cin- 

glage des loupes sortant des fours à puddler, les essais de 

presses ont entièrement échoué, et l'on a été obligé d'en 

revenir aux marteaux. Enlîn, si nous considérons le battage 

des pilotis, le forage des trous de sonde dans le rocher, etc., 

il ne semble guère possible de procéder autrement que par 

des chocs convenablement gradués. 

Moyens d'assurer V uniformité du mouvement de l'outil, — 
Nous avons indiqué combien il était généralement important 
que l'outil s'écartât le moins possible de la vitesse reconnue 
comme la plus convenable (*). Une fois qu'on a calculé la 



(» ) Il ne faudrait pourtant pas prendre ce principe d'une manière trop absolue. 
Il est très important, d'un autre côté, que la résistance opposée au mouvement 
de l'outil n'éprouve pas de variations trop brusques, ce qui arriverait certaine-, 
ment dans un grand nombre d'opérations, si l'outil était contraint par une 
force aveugle à marcher avec une vitesse constante. Dans des cas de ce genre, 
on emploie souvent un ressort qui cède plus ou moins selon la grandeur de 
Teffort résistant, et qui peut même, si cet effort devient trop grand, mettre 
en mouvement un débrayage qui arrête la marche de la machine et prévienne 
le surveillant. Quand la transmission du moteur à l'outil se fait par le moyen 
d'une courroie, on voit, dans le même cas d'une résistance insurmontable, la 
courroie glisser et môme tomber de dessus la poulie. Dans un cas analogue, un 
engrenage se briserait. 
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transiiiissiou et déleriniiié lu vitesse de régime de la rnacliiae 
de manière fi donner û l'outil sa vitesse normale, un calcule 
les dimensions du volant alin de régler les écarts inévitables 
de part et d'autre de cette vitesse normale. Comme les vitesses 
de toutes les parties delà machine sont liées par des loisgéo- 
métriques indépendantes du travail des forces et du modeds 
répartition des masses en mouvement, il suffit de régler la 
vitesse d'un seul arbre pour assurer la quasi-uniformité du 
mouvement de tous les arbres qui sont en relation avec lui. 
La théorie de la régularisation détermine seulement aw 
somme de la forme 

211 WS 

relative ans volants ou au\ musses fonctionnant ù'nm) 
manière analogue. Quant à la répartition de ces masses sur 
les divers arbres, à la place que doit occuper le volant prin- 
cipal, toutes ces questions se présentent comme absolumeul 
indifférentes, si l'on regarde les liaisons comme douées d'uDi! 
rigidité absolue et les vitesses comme rigoureusemenl sou- 
mises aun rapports géométriques déterminés par les rè^es 
de la Cinématique. 

Les choses ciiangent complètement de face quand on 
cherche à se rendre compte de la grandeur des forces inlé- 
Meures, des tensions des liens et organes de transmission. 
Quand la résistance varie d'une manière notable, et e" 
même temps que le volant absorbe ou restitue du ti-avail 
pour accomplir son rôle de pondérateur, les actions mu- 
tuelles des pièces en rapport subissent des variations qa'il 
impmie également de resserrer dans des limites bien déle^ 
rainées. Nous allons montrer que ces variations dépendent 
essentiellement du rapport des masses des deux pièces. 

Actions mutuelles de deux corps tourna/ils dans le mouff' 
meni varié. — Considérons deu\ solides tournant autourii'un 
axe et 0' [fig--]^) et reliés, soit par un engrenage, soit psr 
une courroie, comme nous l'avons supposé dans la figure pour 
lixer les idées. Indiquons le sens des rotations par des flèches; 
soient P la puissance, I" la résistance, p et p' les bras des 
leviers respectifs de ces forces, R et R', I et l' les rayons et 
les moments d'inertie des deux corps ; enfin désignons par T 
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Dlensité de la pression mutuelle des dents de Tengrenage, 
►straction faite de leur frottement, ou la différence des ten- 
ons des deux brins de la courroie, abstraction faite de leur 
3ideur. 

Fig. 73. 




Les inconnues sont au nombre de trois, à savoir : Faction 

mutuelle T et les accélérations angulaires -!-> --rr des deux 

corps tournants. Nous avons, pour déterminer ces inconnues, 
'es trois équations 



dt " 1 ' dt r ' dt '' dt 



Ces équations se simplifient en posant I = MR*, r= M'R'^ 
^p = FR, et P'/?' = F'R'. On voit que M et M' sont les masses 
[ui, distribuées sur les circonférences des rayons R et R', 
uraient les moments d'inertie I et F, ce que nous avons 
ppelé les masses réduiteSy et F et F' sont les forces lan- 
entes à ces circonférences qui auraient les mômes moments 
t feraient les mêmes travaux que P et P'. On a, d'après cela, 
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formule facile à exprimer en langage ordinaire. Ces équations 
sont les mêmes que s'il s'agissait de deux corps de masses 
M et M', en mouvement rectiligne, soumis aux forces F, F, 
et se pressant mutuellement. 

Dans le cas particulier où F =: F', l'action mutuelle T est 
égale à chacune de ces forces. Le mouvement est uniforme. 

Si l'une des forces F et F', supposées d'abord égales, 

comme elles doivent l'être pour l'uniformité, vient à prendre 

un accroissement plus ou moins considérable AF', il en 

résulte 

I 



AT =z AF' 



M' 
^ M 



On en conclut cette règle pratique importante que, lorsque 
l'un des deux corps est exposé à subir des efforts qui prennent 
momentanément des accroissements considérables, on doit 
faire en sorte que la masse réduite M de ce corps soit aussi 
grande qu'il est possible par rapport à celle de l'autre corps, 
afin que l'action mutuelle T reçoive peu de variation. 

Cette considération détermine la place du volant qui doit, 
dans le cas que nous venons d'étudier, être monté sur 
l'arbre 0',- c'est-à-dire sur l'outil. 

On pourra ainsi diminuer l'épaisseur qu'il est indispensable 
de donner aux dents de l'engrenage pour leur permettre de 
résister aux variations de pression et réduire le travail nui- 
sible du frottement. Si la communication du mouvement a 
lieu par courroie, le maximum T de la différence de tension 
des deux brins étant aussi petit que possible, on évite, soit 
la rupture, soit le glissement de la courroie, et l'on réduit 
l'effet nuisible du frottement des tourillons et de la roideur 
de la courroie. 

Quand on a deux outils, ou un plus grand nombre, coni^ 
mandés par un même arbre moteur, et que chacun de ces 
outils est soumis à une résistance variable, la question de U^ 
répartition des masses devient beaucoup plus délicate; car il 
est à craindre que le volant d*un des arbres ne nuise à l'autre, 
chose cju'il ne serait pas possible d'éviter si les phénomènes 
étaient seulement soumis aux lois géométriques dont nous 
venons d'indiquer quelques conséquences. 
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isujre osi (le placer un volant sur chaque oulil oxpusi'» h 
Diïtrer une résistance variable, mais il y a lieu (h» eroin^ 
'milité (le cette addition réside principalement dans TélaH- 
! des courroies ou des arbres de transmission. II résulte 
Tel de cette élasticité que le ralentissement du treuil (|ui 
un accroissement brusque de résistance mc»t un r(>rtalii 
s à se transmettre aux autres treuils (m relation avec lui, 
ciproquement. 11 est donc convenable de suppléer en 
Lî à Taction d'un volant principal trop éloigné par erdie 
volant s()écial qui restitue immédiatement une portion 
avaii moteur qui manque, en attendant que les autn*s 
es de la machine, ou le régulateur, s'il y a lieu, soient 
esure de fonctionner à leur tour et de rétablir eomplé- 
nt l'équilibre. 
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3bjel de VHydrauLique est l'élude théorique el expert- 
taie de» divers phénomène-? fue les tluides uous pieseï*- 
^ ea égard à Lear é^ilifare. à leur Enouveineui ei ù leurs 
tioos avec les eorp* aoiides, tixes- ou mohiles*» 
a point de vue de l'»itiiité générale, cette étude est peut- 
t celle qui présente iku. plus haut degré le carat: 1ère de 
[)lu& impérieuse nécessite, et les «questions «|ui soot du 
oaine de r&rdraulique sont du aombre «Je celles pour 
[|aelles le luxe» la coramo^lité. la sécurité réclament une 
ation immédiate. 

itt particulier, on ne saurait absolumeut se passer du secours 
Teau : il faut la conduire au centre de uos habitations^ nous 
•aQtir de ses ravajres. Lui Êiire mouvoir des machines qui 
>pléent à notre Éiiblesse, la faire jaillir au sein de uos villes 
ar Tapement et la sal'ibrité, lui couder, pour les transporter 
la bout dn. monde à Tautre. les denrées les plus indispen- 
)les à la vie; il faut contenir de irufids tîeuves> chauler le 
des rivières, creuser des canaux, bâtir des aqueducs* 
^er des Éwitaines. lancer des batea<JLV sur nos riv^ières ou 
puissants navires sur l'Océan* 

-.'Hj«lraalique a fait de 2ran«is progrès depuis le milieu du 
de dernier y surtout en ce qui coucerne l* utilisa tiou de 
lu et des fluides élastiques comme forces motrice^; il Lui 
reste encore beaucoup à faire «ians cette ^oie et de bie» 
is importants encore relativemeot à la découverte d^'s lois 
t régissent le cours des eaux à la surft^re de la terre^ Vvous- 
us bien les données né«:essaîres pour oppréeter U \fcleï5.se 
>n fleme dont nous connaissous U tor^^e^ir^ 1;» prolv>Mdeur et 
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la pente; déterminer à quelle hauteur il élèvera ses eaux ^ ^ 
vient à recevoir un autre fleuve dans son lit; prévoir de co^' 
bien il baissera si on lui fait une saignée; tracer les contours 
d'une rivière de telle sorte qu'elle ne travaille point à change ï* 
le lit dans lequel on Ta renfermée; prévoir Teffel d'un redres- 
sement, d'une coupure, d'un réservoir destiné à emmagasiner 
le produit d'une crue subite; calculer de combien un pont, 
une retenue, une vanne feront hausser les eaux d'une rivière ; 
marquer jusqu'à quelle distance ce remous sera sensible, et 
s'assurer que les propriétés riveraines n'en deviendront pas 
plus exposées à des inondations? 

Ces questions, si éminemment intéressantes pour la pro- 
spérité publique, n'entrent point dans notre programme; je ne 
les ai posées qu'afin de nous empêcher d'éprouver un injuste 
dédain pour les problèmes que nous allons traiter et pour 
l'inélégance et l'incertitude de nos méthodes plus empiriques 
que rationnelles. On fait ce que l'on peut; certes, nous serons 
bien loin de la rigueur, de la précision et de la magnifique 
généralité des théories exposées dans les Chapitres précé- 
dents; mais nous verrons que l'on peut, au moins pour les 
questions les plus élémentaires, pour celles dont nous avons 
à nous occuper, arriver, en subordonnant toujours le calcul 
à l'expérience, à des solutions sinon rigoureuses, du moins 
satisfaisantes pour les besoins de la pratique. 

Le Cours va donc changer complètement de face. Jusqu'ici 
le calcul jouait le principal rôle; il ne figurera désormais que 
comme auxiliaire, mais auxiliaire indispensable de l'expé- 
rience. 

L'Hydraulique, de même que la Mécanique générale, se 
divise en deux Parties, relatives respectivement à l'équilibre 
et au mouvement des fluides. Ces deux Parties soniïHydro- 
statique et V Hydî'odynamiq ue , 
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CHAPITRE PREMIER. 

HYDROSTATIQUE. 



§ I. — Propriétés caractéristiques des fluides. 

Quoique nous ignorions la constitution intérieure des 
fluides, il est évident que les lois générales de Téquilibre 
leur conviennent comme aux corps solides. L'Hydrostatique 
n'est donc qu'un cas particulier de la Statique générale. 

Cependant les premières théories relatives à l'équilibre et à 
ia pression des fluides, depuis Archimède jusqu'à Galilée, et 
même au delà, ont été établies d'une manière absolument 
indépendante des principes généraux de la Statique, et n'ont 
été fondées que sur des principes d'expérience particuliers 
aux fluides; cette manière de démontrer les lois de l'Hydro- 
statique, en déduisant de la connaissance expérimentale de 
quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a été 
adoptée par un grand nombre d'auteurs, et a fait de l'Hydro- 
statique une science tout à fait différente et indépendante de 
la Statique, une science qu'on est habitué à regarder plutôt 
comme une branche de la Physique. 

Caractères généraux des Jluides, — Les fluides (liquides 
ou gaz) sont des corps dont les molécules sont extrêmement 
mobiles les unes par rapport aux autres. Lorsqu'on cherche à 
Taire glisser les différentes parties d'une masse fluide les unes 
sur les autres, on n'éprouve pas de résistance analogue au 
frottement qui se développe dans le glissement des corps 
solides. L'absence absolue du frottement entre les diverses 
parties d'un fluide qui se déplacent les unes par rapport aux 
lutres définit pour nous la fluidité parfaite. Les liquides et 
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la pente; déterminer à quelle liautcur li •■ 
vient à recevoir un autre Heuve dans son * 
bien il baissera si on lui Taii une saignijc 
d'une rivière de telle sorlt' qu'elle ne lf3ï(ii 
le lit dans lequel on l'arenlermêe; pii^U'i 
sèment, d'une coupure, d'un réservoir 4l> ;i 
le produit d'une crue subile; caleuli'r 1 
une retenue, une vanne feront hausseif If 
marquer jusqu'à quelle distance ce rein<" 
s'assurer que les propriélés riveram*'s ■•■ 
plus exposées à des inomhilions? 

Ces questions, si éminemment iiii<" 
spéri té publique, n'entrent poi ni dauh tu . 
les ai posées qu'alln de nous empéclu* < 
dédain pour les problèmes que nons i 
l'inélégance et l'incertitude de nos utOK ■ 
que rationnelles. On fait ce que l'or p'ti 
bien loin de la rigueur, de la [irér^i-i' ' 
généralité des théories exposées ((an 
dents; mais nous verrons que l'ou i ■ 
questions les plus élémenlaiies, potii 
à nous occuper, arriver, on subonl-^v 
à l'expérience, à des solutions sinon >■ 
satisfaisantes pour les besoins de la pv ■ 

Le Cours va donc changer complèi.^i^' ! 
le calcul jouait le principal rôle ; il ne ' ' 
comme auxiliaire, mais auxiliaire in'' 
rience. 

L'ilvdraiiliquc, de même que la ' 
divise en deux Parlies, relatives rcs] ■ 
et an mouvement des fluides. Ces d-^ 
slatit/iie el {'Hydrodynamique. 
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soit sur eux-mêmes, soit sur les corps solides avec lesquels 
ils se trouvent en contact. 

Si, en subdivisant la surface pressée en parties de plus en 
plus petites, on trouve que la pression totale sur chaque partie 
décroît dans le même rapport, la première est dite uniforme 
ou uniformément répartie; et, si Ton divise une pression 
totale uniforme rapportée à Tunité de force (le kilogramme) 
par Taire de la paroi qui la supporte, exprimée par son rap- 
port à Tunitéde surface (le mètre carré), on a, pour la sur- 
face dont il s'agit, ce qui s'appelle la pression par unité de 
surface (pression en kilogrammes par mètre carré). 

Si les pressions sur les subdivisions de la surface pressée 
ne sont pas proportionnelles aux aires, le quotient de la pres- 
sion totale par l'aire totale donne la pression moyenne par 
unité de surface, et la limite dont on approche en appliquant 
ce calcul à une aire de plus en plus petite, dans laquelle se 
trouve toujours un point déterminé, est en ce point la pres- 
sion par unité de surface. 

Théorème de la transmission des pressions. — Considérons 
toujours notre piston A, qui tient lieu d'une portion de l'en- 
veloppe {Jig* 74)> et plaçons dans une autre région quelconque 
de cette enveloppe un piston semblable B, également mobile 
dans un bout du tuyau: représentons par F' la force qui fait 
équilibre à la pression totale du liquide sur la paroi B; nous 
allons faire voir que, si les bases des deux pistons A et B 
sont égales, les deux forces F, F' doivent aussi être égales. 

Pour démontrer cette proposition, imaginons que nous réu- 
nissions les deux bouts du tuyau dans lesquels peuvent se 
mouvoir les deux pistons A, B, par un canal courbe contenu 
tout entier à l'intérieur de l'espace occupé par le fluide, et se 
raccordant à ses deux extrémités avec ces bouts de tuyau; 
nous pourrons même supposer que la section transversale de 
ce canal AB soit partout égale à la base de l'un des pistons A, B. 
Le fluide dont il s'agit étant en équilibre, nous pouvons lui 
appliquer le théorème du travail virtuel. Pour cela, concevons 
que le piston A marche d'une quantité infiniment petite e vers 
l'intérieur de l'enveloppe; que la portion du fluide qui est 
située en dedans du canal AB glisse le long de ce canal sans 
en sortir, et suive ainsi le mouvement du piston A, tout en 
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ft€rvant le même volume; qu'en conséquence le piston B 
che vers Texlérieur, d'une quantité égale à e; enfin que 
^ la portion du fluide qui se trouve en dehors du canal AB 
te déplace pas. Pour ce déplacement virtuel du système 
Sriel que nous considérons, la somme des travaux virtuels 
forces qui sont appliquées à ses diverses parties doit être 
ÎB. Or la portion AB du fluide qui se déplace seule ne 
Oige pas de volume; les diverses parties qui la composent 
ifteuvent séparément en glissant simplement les unes sur 
Biutres, ou bien sur la partie du fluide qui est en dehors 
tanal AB et qui reste immobile; mais ce glissement s'ef- 
ue sans qu'il y ait de frottement, en raison de la fluidité 
'aite du système : il résulte de là, et de ce que nous avons 
k l'occasion des systèmes matériels dans lesquels on ima- 
i des liaisons, que la somme des travaux virtuels dus aux 
ons que les molécules du fluide tout entier exercent les 
s sur les autres est égale à zéro. D'après cela, on voit que 
omme des travaux virtuels des forces appliquées à notre 
Lème matériel se réduit à 

Fe-F'e; 

comme cette somme doit être nulle, il s'ensuit qu'on a 

F=:F'. 

On conclut de la proposition qui vient d'être établie que la 
rce F, appliquée au piston A, donne lieu à une pression 
aie à F sur toute portion de l'enveloppe ayant une étendue 
aie à la base de ce piston, et, par suite, à une pression égale 
wF sur toute surface égale à n fois cette même base (*). 
3st ce qui constitue le théorème de la transmission des 
essions dans un fluide dont les molécules ne sont soumises 
aucune force autre que les actions que chacune d'elles 
Touve de la part des molécules voisines. Il est bon d'observer 
le la force F, appliquée au piston A, peut recevoir une 
andeur quelconque si le fluide que l'on considère est incom- 



!*) Tel est le principe de la presse hydraulique, inventée par Pascal, appa- 
I qui rend à Tindustrie des services considérables. 
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pressible, mais qu'elle doit au contraire avoir une valeur 
déterminée s'il s'agit d'un fluide élastique, sans quoi le gaz 
se comprimerait ou se dilaterait. On sait que, pour une 
masse gazeuse en équilibre de température, la pression est 
une fonction déterminée du volume. 

Pression en un point intérieur de la masse fluide. — Prin- 
cipe de l'égalité de pression en tous sens, — Les définitions 
et les propositions précédentes s'appliquent aux aclions inté- 
rieures des molécules liquides les unes sur les autres, aussi 
bien qu'à celles qui s'exercent sur les parois. 

Soit M un point quelconque pris à l'intérieur d'une masse 
fluide {fig* 75). Concevons par ce point une surface EE' qui 

Fig. 75. 




s'étende de tous côtés jusqu'à l'enveloppe, et qui soit plane 
dans uii certain rayon, tout autour du point M. Nous aurons 
ainsi divisé la masse fluide en deux portions L, A, et le pointM 
se trouvera actuellement sur la paroi artificielle que nous 
venons d'imaginer. 

Cela posé, rien n'empêche de supposer que la partie A soil 
solidifiée sans changer de forme; nous ne détruirons certai- 
nement pas ainsi l'équilibre, et le point M sera maintenant 
situé sur une paroi réelle à laquelle on peut appliquer le théo- 
rème précédent. Le fluide L exerce donc une pression égalo 
à F sur une portion plane de la surface EE' dont l'étendue 
serait égale à A. 

Ce résultat est indépendant de la direction que nous avons 
donnée à cette partie plane; la pression par unité de surface 
qui s'exerce entre les diverses molécules liquides dans le voi- 
sinage du point M est donc la même dans toutes les directions 
autour de ce point M. 

Tel est le principe ou théorème de Pascal, relatif à l'égalité 
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de pression dans tous les sens autour d'un point quelconque M 
d'un fluide en équilibre. Ce théorème, que nous venons d'éta- 
blir dans le cas d'un fluide dont les diverses molécules ne sont 
soumises qu'à leurs actions mutuelles, s'étend sans difficulté 
au cas où chaque molécule du fluide en équilibre serait sou- 
mise à une force extérieure, variable d'une molécule à l'autre, 
suivant une loi quelconque, mais continue. 

Pour le démontrer, faisons passer par le point M deux 
plans quelconques MM'N, MM'L {fig* 76), et menons dans 

Fig. 76. 



ces plans, perpendiculairement à leur intersection, les quatre 
droites MN, M'N, ML, M'L', égales entre elles et à la lon- 
gueur MM' prise sur l'intersection. Le fluide contenu dans le 
prisme droit triangulaire ainsi déterminé est en équilibre 
sous les forces extérieures qui sont : 1° les pressions totales 
normales exercées sur les cinq faces; 2° les forces, analogues 
à celles de la pesanteur, qui sollicitent toutes les molécules 
de la portion du fluide considérée. Mais, à mesure qu'on 
diminue dans un même rapport les dimensions MN, MM', ces 
dernières forces deviennent aussi petites qu'on veut relative- 
ment aux pressions sur les faces, parce que les unes finissent 
par être proportionnelles au volume du prisme ou au cube 
de MM', tandis que les autres deviennent proportionnelles au 
carré de cette longueur. Donc, à la limite, les premières doi- 
vent être négligées relativement aux autres, et l'équilibre finit 
par exister entre les seules pressions. Or, si l'on projette ces 
forces sur un axe parallèle à NL, il ne reste que les pressions 
sur les faces MN', ML', qui, faisant des angles égaux avec NL, 
doivent être égales pour que leurs projections le soient; et, ces 
forces étant égales, il en résulte que les pressions rapportées 
à une même unité de surface, suivant les deux directions per- 
pendiculaires aux plans quelconques MN, ML, sont égales. 
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Lorsqu'il s'agit d'un fluide aériforme, la pression est sou- 
vent appelée force élastique; on lui donne aussi le nom de 
tension. 

Les unités dont nous nous servirons seront constamment le 
mètre et le kilogramme, de sorte que les pressions s'expri- 
meront toujours numériquement en kilogrammes par mètre 
carré, ou, si Ton veut, en millimètres d'une colonne d'eau; 
car il est facile de voir que i millimètre d'eau sur une sur- 
face de I mètre carré correspond précisément au poids de 
I kilogramme. Il arrive souvent que, pour éviter de grands 
nombres, on emploie pour unité la pression de l'atmosphère. 
Une atmosphère représentant, suivant les conventions adop- 
tées, le poids d'une colonne de mercure de i mètre de sec- 
tion et de 760 millimètres de hauteur, ce mot équivaudra 
pour nous à io333 kilogrammes par mètre carré. 

Densité d'un fluide en un point. — Si un fluide est homo- 
gène, c'est-à-dire que sous deux volumes égaux quelconques 
il ait partout des masses égales, sa densité, suivant l'accep- 
tion de ce mot en Mécanique, est sa masse sous l'unité de 
volume. Si le fluide n'est pas homogène, la densité moyenne 
d'une portion définie de ce corps est le quotient obtenu en 
divisant la masse de cette portion par son volume. Sa densité 
en un point est la limite dont on approche indéfiniment en 
prenant la densité moyenne d'une portion du fluide sans 
cesse décroissante, et comprenant le point dont il s'agit. Si 
le fluide est rapporté à trois axes coordonnés, sa densité en 
un point est en général une fonction des coordonnées x, y 
et z de ce point : on la représente par p. S'il s'agit d'un fluide 
pesant, l'accélération due à la pesanteur étant ^, le produit p^ 
est le poids, rapporté à l'unité de volume du fluide au même 
point (^, j, z) : nous le désignons par H, l'unité de volume 

étant le mètre cube. Ainsi p^ — > et H est, comme p, une 






fonction de x, j, z. 

Équilibre d'un fluide pesant. — Le théorème de l'égalité 
des pressions en tous sens autour d'un point s'applique aux 
fluides pesants comme aux fluides soumis à des forces quel- 
conques; seulement il n'est plus exact de dire que la pres- 
sion est la même, à égalité de surface, sur des parois diver 
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ement situées. En effet, dans notre équation 

Fe — F'£=o, 

fournie par le principe des vitesses virtuelles, il faut ajouter 
un terme qui représente le travail virtuel de la pesanteur, cor- 
respondant au déplacement virtuel que nous avons imaginé. 

Ce travail serait nul si les deux parois A et B sont situées 
dans un même plan horizontal : donc Féquation précédente 
ne serait pas altérée, ce qui démontre que la pression est 
uniforme dans toute l'étendue d*un même plan horizontal. Ce 
résultat s'applique aussi hien à l'intérieur de la masse liquide 
qu'aux points de contact du fluide avec l'enveloppe solide. 

Considérons, au contraire, deux points m et m' situés dans 
deux plans horizontaux infiniment voisins, et que rien n'em- 
pêche de supposer placés sur une même verticale. Soient p 

Fig- 77- 

10 




et p'^=.p-{-dp les pressions aux points m et m'y w la base 
d'un prisme vertical dont l'arête soit m, m', dz la distance des 
deux plans horizontaux, on a, pour l'équilibre du prisme mm', 

jo' Cl) :=: /? 0) H- IIw dz, 

La différence/?' — /? devant être constante en quelque point 
des plans horizontaux N, N' qu'on se place, on voit que la 
densité II est constante, ainsi que la pression /?, dans toute 
l'étendue d'un même plan horizontal. 

Surfaces de niveau dans les fluides pesants, — Ces divers 
plans horizontaux s'appellent surfaces de niveau. L'intégra- 
tion de l'équation précédente, qui peut s'écrire 

dp =^IL dz, 
donnera la loi de variation des pressions dans les différentes 
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t, puisque la condition do IVcpiilibn' u'ost |min natMalInj 
peuvent le faire sans acîqnôrir une crrliilnn fnrcn vivii. 
qui exige que la pesanloiir fasses un travail puNitlC, ri (|iii* 
r conséquent le centre do {çravilo doscondr. 
^Équilibre des fluides sollicilrs par drs ftn'vvs tfiirh'uniiurs. 
Une portion définie d'un (luidc* ost on ^<'MM'*ral H(fllif'IU*n pat 
ss forces analogues à C(dles qui ronsliluorit hom pidd^, l'orcft- 
lî agissent indépendamment (;t <mi outre d<*M pn'Ktdon:: diifi: 
nmolécules environnantes. Leur réKult;uit«% divu^i! par la 
usse de cette portion, est racrélérailon qu^^ a*\\t*'t'\, i,n 
lotôl son centre de gravité, prendrait «-ouh la h<'uI<' arjioii d<'i-. 
liices dont nou^ parlons. A mesure t\tu', lit portion d^'tlni^' /li 
iinae d'étendue, en y ro in prenant toujour', un point ^ / , /, . /, 
accélération due à c^-* fore-» appro^rh'- d'un<r luoM<r /; <t 
iWsque s est à la limite l;j m;»^»^; d'iinit/r du v'/P/ro'', I" pro 
hit sy rsl la fore- rarror'^'r ^ Vuu'iU'. 'U: \*,\titu*' au p^/ifil 
jr, V, 5 du lluid^. L'i ■.--■-:.'<' ->.'. /, '»'4n'4\fU: *:ti «nt^rON*/ ' * 
ndirectioij- r?: ior.:.^ :i- - -- '''V • ^ ',ff.;,^>;jr,v* y^r^MUi 
o\ *\er: i.Oj» Ir» :-!^T i".-'- '• ;<r \, >. Z. (^ f'/M#- *,f a 
écomî'C'rr- i:-'. : -'. s\. s V. :-/. -• -> -v,r:,:y, >*;,>> 0' ,;i> f//;'^ 
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parallèles aux axes étant respectivement dxy dy, dz. Sa masse 
dm est, sauf un infiniment petit d*ordre supérieur au troi- 
sième, pdxdydz. La force qui la sollicite, indépendamment 
des pressions exercées par le fluide environnant, a, sauf la 
même restriction, ses trois composantes égales à Hdm, Y dm, 
Z dm, La pression d-u fluide au point (^, y, z) par unité de sur- 
face dans une direction quelconque étant représentée par/?, 
la pression totale du fluide extérieur au parallélépipède, sur 
la face dont la distance à l'origine est ^, a pour valeur /^d^;'^*, 
sauf un infiniment petit du troisième ordre, et elle est dirigée 
dans le sens des x positifs. La pression, par unité de surface 
au sommet, dont les coordonnées sont x -h dx, y et z, est 

p -^ -j- dxy expression dans laquelle -~ est la différentielle 

partielle de p par rapport à œ. La pression totale sur la face 
du parallélépipède dont la distance à Torigine est x-^dxi 

donc pour valeur (p-^-f- dx\dydz, et elle est dirigée dans 

le sens des x négatifs. Les autres faces subissant des pres- 
sions qui leur sont perpendiculaires, il en résulte que Téqui- 
libre du parallélépipède exige qu'on ait 

p dy dz — \ p -V- -7- dx \dy dz -^-^ dm, =0. 

En mettant pour dm sa valeur, réduisant et raisonnant de 
même pour les forces parallèles aux y et ^, on obtient les 
trois équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre du 
fluide : 

(■> i='^' |=p^. È=p^- 

En les multipliant respectivement par dx^ dy^ dz^ et en les 
ajoutant, on a 

(2) dpznL^i^^dx -\-X dy ^ 7jdz, 

Si le fluide est en équilibre, le second m,embre de celle 
équation est la différentielle totale d'une fonction de x, 
y et z, et cette fonction, une fois obtenue, fera connaître 
la pression, à une constante près qu'on pourra déterminer 
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i Ton connaît la pression par unité de surface en un point 
lonné. 

Dans le cas de la simple pesanteur, on retrouve, en faisant 
K. = o, Y==o et Z = ^, Téqualion 

dp"pgdz, 
équivalente à 

dp ru n dz. 

Ce moyen simple de trouver les équations générales de 
l'Hydrostatique est dû à Euler (*), qui Ta tiré des principes 
posés pour la première fois par Clairaut (*). 

Surfaces de niveau, — * On appelle surfacedeniveauy rela'li- 
vement à la force variable dont les composantes sont X, Y, Z, 
une surface qui, menée par un point pris arbitrairement, 
a en chacun de ses points pour normale la direction de la 
résultante y de X, Y, Z; cette définition est une extension de 
la signification ordinaire de la même expression, relative- 
ment à la pesanteur. Par un point (^, /, z) imaginons, sur 
la surface de niveau qui lui correspond, une courbe quel- 
conque; et soit dsy dont les projections sur les axes sont les 
différentielles dx, dy^ dzy l'élément différentiel de cette 
courbe, à partir du point dont il s'agit. Les angles de la tan- 

. , , . , . . dx dy dz 

ffente à la courbe avec les axes ont pour cosinus —n -4-y -r\ 

ds ds ds 

les cosinus des angles de la résultantey avec les mêmes axes 

X Y Z 

sont -. j -r et -.• La définition précédente est donc exprimée 

par l'équation 



I 



jds 



{\dx-\-\dy-¥Zdz)^o; 



et l'équation différentielle d'une surface de niveau quel- 
conque, pour le système de forces supposé, est 

X <f r H- Y dy -h Z <f^ -1 0. 
Cette équation est intégrable si la condition d'équilibre est 



(>) Mémoires de V Académie de Berlin pour 1755. 
(«) Théorie de la figure de la Terre. 

m. >9 
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satisfaite; en effet, on rend son premier membre une diffé- 
rentielle exacte en le multipliant par le facteur p. 

Cas particulier oà \ da^ -\~ Y dy -h Z dz est la différentielle 
exacte d*une fonction des variables x^ y et z, — Puisque X, 
Y et Z sont les composantes d'une force y supposée appliquée 
à l'unité de masse, X dx -\- Xdy -\-Tdz est le travail élémen- 
(aire que cette force produirait sur un point ayant Tunitéde 
masse et se transportant du lieu où les coordonnées sontj:, 
y, ^ à celui où elles deviennent x -\- dxy y -^ dy, z+dz. 
Or on sait que ce travail est la différentielle exacte d'une 
fonction 9 des coordonnées du point {x, j, z), en particulier 
lorsque j est la résultante des forces qui passent par des 
points fixes (centres d'attraction et de répulsion), et dont les 
intensités sont fonctions des distances r de leurs points 
d'application à ces centres respectifs. 

Dans ce cas, l'équation (2) peut s'écrire ainsi : 

dpzizp d(^. 

On conclut de là que, sur les surfaces dont l'équation est 
cp==const., on aura ^/? = o, et par suite /? = const. La den- 
sité sera aussi constante sur ces surfaces, parce que, pd(f 
étant une différentielle exacte, p doit être une simple fonc- 
tion de <p, et par suite constante en même temps que 9. 

§ II. — Pression totale d'un liquide pesant homogène 
SUR UN plan. Centre de pression. 

Soit co l'aire de l'un des éléments d'une portion de plan en 
contact avec un liquide en repos; soit h sa hauteur au-dessous 
d'un plan horizontal NN dans lequel la pression est p^; la 
pression sur l'élément w est w/^o-f- wU^; les pressions sur 
tous les éléments du plan étant perpendiculaires à ce plan 
ont une résultante égale à leur somme /?o2w H-UIco/i. Or, 
si Q, désigne l'aire totale Iw, et si H est la hauteur du centre 
de gravité du plan pressé au-dessous du plan de niveau, on 
a 2;co/2 = ^H, et la pression totale est £2(/?o-MIH). Ou 
remarque que Di^H est le poids d'un prisme de liquide qui 
aurait pour base £2 et pour hauteur H. Donc la pression ne 
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is de rorienlalion de la face : elle ne dépend que de 
' du centre de gravité au-dessous de la surface libre. 
de pression. — La résultante des forces normales au 
5é perce ce plan en un point appelé centre de près- 
est toujours situé au-dessous du centre de gravité 
ace. En effet, si, par la pensée, on rend cette paroi 
e en la faisant tourner autour d'un axe horizontal 
. son plan par le centre de gravité, la pression totale 
changée, puisqu'elle est toujours ^{po-hUïl), et la 
I passe alors par le centre de gravité, puisque, dans 
s pressions sur des éléments égaux du plan sont 
% si l'on ramène la paroi à sa position inclinée, les 
partielles sur la partie supérieure de la paroi sont 
s, les autres sont augmentées; donc la résultante 
dessous de l'axe de rotation. 

lion du centre de pression d'un liquide sur une 
le se trouve par le calcul, en appliquant la théorie de 
lition des forces parallèles. Nous nous bornerons au 
liquide est homogène. Nous négligerons, comme 
rdinairement, le terme dû à la pression atmosphè- 
re que celle-ci est supposée agir également sur la 
sée égale et parallèle à celle de la paroi considérée. 
Jig. 78, dont le plan est supposé vertical et perpen- 

Fig. 78. 



b' ' 




à la paroi pressée, représentons par NN le plan 
dans lequel la pression du liquide est considérée 
jlle. Soit AB la trace verticale de la paroi, et soit D 
ion de son plan prolongé avec N^N. Soit C le centre 
m, et supposons qu'on demande sa distance AC à 
ontal A. Décomposons la surface AB en éléments dvi 
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tels que celui qui se projette en MMi. Appelons z la distance 
verticale Mm, x la distance AM. La pression sur la surface ^w 
est TLzdtù ; son moment autour de Taxe A jest YLzœ d(ù. Si donc 
nous représentons par œ' la distance AC, nous aurons 

(i) x^^^Mzd{ù^=ilMzxd{ùy d'où x^ :=i ^ , — 

2iZ acti 

Si Ton choisissait le point D pour origine des x, on aurait 

4î=:^sina et, par suite, x'=:.-^ — =— • 

2txd(ù 

Or Ix'dtù est le moment d'inertie de la surface 2,d(ù autour 
de Taxe D, et Ixdcù le moment de la même surface par rap- 
port au même axe; donc le centre de pression coïncide avec 
le centre de percussion ou le centre d'oscillation de la surface 
pressée relativement à Taxe D, 

L'origine des x étant un point quelconque A, représentons 
la distance AD par C; ainsi ^ =: (c-t-^) sina. Décomposons 
la surface pressée en bandes horizontales infiniment étroites 
exprimées pdiV ydx, la longueur variable des bandes dans le 
sens horizontal étant j, la formule (1) devient 

^,_ f{cx-hx^)ydx 
f{c-hx)ydx 

11 ne reste plus qu'à substituer à/ son expression en fonc- 
tion de ^ et à exécuter les intégrations dans les limites de la 
surface pressée. 

Si cette surface est un trapèze dont les bases soient hori- 
zontales, ce qui comprend à peu près toutes les formes de 
vannes usitées dans la pratique, représentons ces bases pro- 
jetées en A et B par a et b, et soit la hauteur AB. Nous avons 

b — a 

et en effectuant les intégrations depuis ^ = jusqu'à a: = /, 

,__ /2(a-t-3^>) H- 2/c(a-h2^>) • 



X' 



2/(a-H26)-h6c(aH-^) 
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Cas particuliers : 

1 - n j, I l{ci-\- 36) 
c = o, trapèze, base a fleur d eau. ... a?' = —, rr > 

' ^ ' 2(a-H26) 

-6 zzn o, C = O, triangle, base à fleur d'eau ... x'^z- l 

3 
^ =: o, c = o, triangle, sommet à fleur d'eau. x'-=z-. /, 

-« = 0, ct=o, parallélogramme, côté hori- 

2 
zontal à fleur d'eau x z^~L 

On trouve aisément a priori ces résultats. 

La recherche du centre de pression d'un liquide sur une 
paroi plane peut se ramener à celle du centre de gravité d'un 
volume. La pression sur la bande MMi est égale en intensité 
au poids d'une tranche de liquide projetée en MMim'jm' qui 
aurait pour base le rectangle égal à yz projeté en Mm, et pour 
épaisseur MMj. En étendant à toute la paroi AB cette obser- 
vation, on voit : 

1° Que la pression totale est égale au poids du prisme ou 
cylindre droit tronqué AB a' 6' qui aurait pour base inférieure 
la paroi AB et sa base oblique supérieure dans le plan a' b' 
passant par D, et tel que toute perpendiculaire Mm' est égale 
à la verticale correspondante Mm; 

2° Que la résultante des projections passe par le centre de 
gravité G' du même cylindre, et.par conséquent le centre de 
pression C est la projection rectangulaire sur la paroi de ce 
même centre de gravité; 

3° Que le centre de pression est aussi sur la verticale pas- 
sant par le centre de gravité du prisme ou cylindre tronqué à 
arêtes verticales Aa6B ayant pour l'une de ses bases la pa- 
roi AB, et sa base supérieure dans le plan horizontal NN. Cette 
considération conduit immédiatement aux trois dernières va- 
leurs des x' ci-dessus. 

Lorsque les deux faces d'une vanne sont pressées par deux 
portions distinctes d'un même liquide, dont les surfaces en 
contact avec l'atmosphère sont à des niveaux différents {fig. 79) 
la différence des pressions par mètre carré sur les deux faces 
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tels que celui qui se projette ei 
verticale Mm, x la distance AM . 
Çi%xVLzdiù\ son moment aulom < 
nous représentons par .r' la (li^i 

( I ) x^ ]Sn z d(t) — - i II zx cifj) , 

Si Ton choisissait le pnint l- 



z —: J' ?,ii\c/: (M. 



Or i^-<fa) est le inoMMi. 

(le Taxe D, et Ixd^o I.- 

port au môme axe ; *! 

le centre de ])ercnssior m miii 

pressée relalivemiM' 

L'origine des ./- cIm» : » '• ■!» 
la dislance Al) par t • - -' • 'î" 
la surface pressée» c^' '■ •"• "'^'^^ 
exprimées piwrd^ '•* * ■ "^ de 
sens liorizoutah: • ' •• '• *^'> <' 

I ' iIkm.h 

■ -/i/e S( 
Il 110 |('^;(^■ !«'i^ .'• -1 ■■• in'ilcrnc 
lion de ./• <•! ;» 1 ,'" "' ^f-ssto/t 
sni Inre |)|". - -^ • ' li'incr 

Si '■' ilî' - 
/.niiU'*.-.-,, »; .. . v-iiiah' à 

N aiiîl''. .. ., 



/" 



• A 



i-t^ .»: ■ 



. -■ liciilairc 

..' Iluido (j 

•!*>n coiistj 

'.\''nuMil pou 

'U's projecti 
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- par celte surface ^st éga 

<'ii «oiitacl avec le riin^ ^^ rx:ie fli 
ri ioii do la surface co ^_:«.:K*l3e su 
;.' à i).v. Il doit être ^an."t^jnclu 
; ;i\r <)./ rencontrent deu:?«: "^ois la 

• iiMiiniis des pressions, com jt^tm. <3 les 
:- -iipcrliciels oii cette renco wtm "l^ r^e a 
..il. les : calotte sphérique, poi.*^^ <i> ^^i de 
::::-i' rirculaire qui, développéo , <i^€^vîer 
.iihiirics à vapeur. 
. /. J.orsqu'on a égard à Tactiorà ol. ^^ Xa F 
iiiii.lc liquide ou gazeux qui presse -^^j^ -^^ ^ g, 
pi n|iii<H<i indiquée au Corollaire I a ^^ ^^ Ciore 
:iii I ji\(' 0.2 soit horizontal. 
' ^^///( ///. - Dans la môme hypothèse ci ^^^m^ ^^.^ 
■■''•'- la pression normale sur un élément ^"r>^ "«r^ :C\ ^:^i 
'onqno a pour [uojection verticale une force ^ 
l'i <\vrnulre lluido vertical tronqué ayant pour h> 5 



'*>nqno a pour [nojection verticale une force ^==:^^^3^ j ^-^ 

l'i <\vrnulre lluido vertical tronqué ayant pour h>a^ s< -r^ =_ 
lï'lùmonl superficiel, et ayant sa base supéric:^ 



'^ infé 



OÙ la pression est nulle, ce cvlindre étant d'ai | 1^^ ^ _^ 

^le couches homojrènes avec celles qui comr>c:>,s5. ^^^^ 

^^'■nt le 

Ou e\i)lique ainsi pourquoi la pression d'u r-^ -j^ ^ 
fond d'un vase non cylindrique est tantôt plu 5^ ^-^ ^ 1 ^ide 
plus petite que le poids du liquide contenu ds^ 1-^ ^^ ^ ride, 
tous le? cas, la résultante des pressions exerccî ^^ 55^ ^^ >^ase 

sur toute la paroi intérieure du vase, abstrac:^*- *^ ^ircel 
pression atmosphérique, est égale au poids fl u. j - ^ ^^^^^ 
^^ qui osl d'ailleurs une conséquence nécessss^^ -^^ ^' '^^* ^ 
libre de ce dernier, sous Taclion de la pesaat-Ci « *^^ de I 
lions du vase. *" ^' 1 des 

Cas où les pressions admettent une ''^««^^^ 
Poussée d'un fluide. — Lorsqu'un corps est ï>l«-_^ ^^^ me u 
ou en partie dans un fluide pesant en Ti'Ci:>c3s<^' ^^'* ^" ^ 
complètement la partie immergée, les pressiez /^ * ^l"i ci 
exerce normalement à la surface du corps i^rxx. ^ ^' '^^ ^'^' 
2'^ixQ passant par Je centre de frra viu'i du n .^^ / V*^ rési 

(S^"''/^ '^'"^^^^'"^«ï oppû^^^^^ poids de c^*^-^^ ^^ï**' 
'^e/arésuItedescoroJlai^^slletlU, mais se r^;/^ ^^me 

^-* ^ naît a 



iiliUlAlJJiÛJDI* 
tttffKKtfl.Ttfr 

ci 



>L* >■ 



î»94 

immergées est visiblement _ ^, n , ^ 

mètre cube de liquide rï^nm^^}^ ^"^T^^S^Î' ? 

fin qije le fluide ewâmnnimt es 
^lulactt qui limite le cang» aon 
' iQMBKilù cesse le Iviife. Cstasi-c 

et di 
ces 



1 > 



M* 



i» so- 
it ^SS^oloûger pttr la 
inH6ie%fe du cerpB aelidep pour avéirl 
.'[ilacé êtison centre de i^nTilé. La rési 
M iluide sur le corps qui y est immengés^ 
abstraction MW^ê \^ ]PfrU de poùb du corps due à 
sphérique sur léy»*ë»i4efegPWi*é du fluide dépkcé est 

.-^i^iic sous le nom de centre des pressions 
.m ^,^c supporte. 
§ III. - i^M^m^solide entièrement plongé. — Si 
oti^ les seules actions de la pesanteur et du 
Quand 9in ira&¥«i^iiir réquUibre : 
courbe, il pf; })gHtft^J(Uit égal à celui du fluide qu'il déplace; 
pressîpnsi^^l^pfyjy^ gravité du solide et celui du fluide* 
ment, ^J^^^p iVd^MJne du corps, si le fluide est homogèae) 
avoir à.fil>,Ç/iftlVf/ôhle verticale. 

élomouUiyi^s ,.,:i,„,ijj eoudilion, il y a une distinction impr- 
quoptiou (j^J 'f»u|jique le corps est solide, on peut, sansrici 
TiiA(t!t(*.m!.*<L ^'LAt <ie repos ou de mouvement, remplacer les 
sion />M.vyi^rU^^ il est soumis par leurs résultantes, savoir: 
est /r/yrVV»>l»rt^'>^ntant son poids {fig. 80) appliquée au centre 



u-'if'f ! 




1 . 



\\ lin -solide, et la pression résultanie ou pousséeR 
■ Liiiluiile égale à P, mais appliquée au centre de 
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ression C, La résultante de translation de ces forces étant 
ulle, de quelque manière qu'on place le corps dans le liquide, 
ans vitesse initiale, le centre de gravité reste immobile ; mais, 
îïi vertu de la force R, le corps tourne autour de G. vers la 
position où C est verticalement au-dessus de G. De là, la dis- 
tinction des deux équilibres, l'un stable, Taulre instable, sui- 
vant que G est au-dessus ou au-dessous de C. 

Si le solide, au lieu d'être libre dans le liquide, est suspendu 
à un point fixe par un fil très mince et supposé sans pesan- 
teur, celui-ci pour Téquilibre devra être vertical comme les 
deux forces P et R, dont la différence sera la tension de ce fil. 
le point d'attache A du fil au corps solide et les deux points 
fi et Oseront dans un même plan vertical; et, en supposant 
P>R, la verticale du point G partagera en I) la distance des 
points A et C en deux parties réciproquement proportion- 
nelles aux forces P — R et R, ce qui détermine la situation 
<lu corps suspendu par rapport au fil. 

Equilibre des corps flottants, 

La condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre d'un 
Corps qui flotte à la surface d'un liquide supposé lui-même 
^n équilibre exige, comme dans le cas d'un corps complète- 
fïient immergé : 

I*» Que le poids du corps soit égal au i)oids du fluide dé- 
placé; 

2° Que le centre de gravité du corps et celui de cette por- 
tion de liquide soient sur la même verticale. 

Les questions relatives à l'équilibre des corps flottants, 
principalement au point de vue de la stabilité, présentent 
Une grande importance, à cause des applications à l'art de la 
navigation. 11 est indispensable que nous disions ici quelques 
mots de celte théorie difficile. 

Stabilité de l'équilibre des corps flottants, — Le liquide 
étant supposé homogène, le centre de gravité du fluide dé- 
placé dépend uniquement de la figure de la partie immergée 
du solide. Nous emprunterons à l'art nautique le terme du 
centre de carène, sous lequel on désigne ce point auquel est 
appliquée la réaction ou poussée du fluide. 
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Cela posé, il est évident que la stabilité est assurée si le 
centre de gravité G du corps est au-dessous du centre de 
carène C {fig. 8i); mais cette condition, toujours suffisante, 

Fig. 81. 




n'est pas nécessaire : il est même facile de voir qu'elle n'esi 
jamais remplie dans les cas les plus habituels. Proposons-nous 
donc de chercher la véritable condition de stabilité. 

Du métacentre, — La plus ancienne solution de ce pro- 
blème est due à Bouguer; elle est fondée sur la considération 
d'un point remarquable, connu sous le nom de métacenlrej 
point auquel on arrivait par le raisonnement que voici : 

Supposons que le navire admette deux plans de symétrie 
rectangulaires, lesquels soient verticaux dans la position d'é- 
quilibre, l'un de ces plans étant dirigé dans le sens de la lon- 
gueur, l'autre dans le sens de la largeur du bâtiment. Repré- 
sentons ijlg' 82) la section du corps par l'un de ces plans. 




L'équilibre étant censé établi, la poussée du liquide est 
exactement égale au poids du corps, et les points d'applica- 
tion de ces deux forces sont sur une même verticale. 

Dérangeons maintenant le corps infiniment peu, en respec- 
tant la verticalité du plan de la figure, et en nous arrangeant 
de manière que le volume immergé reste constant, ce qui 
exige, comme on sait, que le nouveau niveau AiBj coupe la 



CHAPITRE I. — HYDROSTATIQUE. 299 

ligne AB en son milieu a\ ou en général que les plans cor- 
respondants se coupent au centre de gravité des sections 
qu'ils déterminent. 

Avec ces hypothèses, la poussée du liquide est toujours 
égale au poids du corps, tout étant toujours supposé en repos, 
et le centre de gravité G reste en repos, au premier instant 
du moins. Cela posé, on voit que le moment autour de ce 
point G de la poussée qui passe par le nouveau centre de 
carène tend à ramener le corps à sa position d'équilibre ou 
à l'en écarter, selon que le point G sera au-dessous ou au- 
dessus du point M. 

En donnant à ce point M le nom de métacentre, on dit 
habituellement que Véquilibre est stable, quand le centre de 
gravité est au-dessous du métacentre. 

Définition géométrique du métacentre. — Menons à travers 
la section une série de droites détachant des aires égales, le 
corps étant, pour plus de simplicité, supposé cylindrique, et 
construisons le lieu géométrique des centres de gravité, C, de 
ces segments égaux. 

Je dis en premier lieu que les tangentes à cette courbe 
seront à chaque instant parallèles aux sécantes correspon- 
dantes AB, Al Bj. En effet, comme tout se réduit à un dépla- 
cement horizontal d'une certaine masse, le centre de gravité 
ne peut se mouvoir qu'horizontalement. Il suit de là que les 
verticales successives CG, CM sont Jes normales au lieu CC, 
et que le métacentre est le centre de courbure de ce lieu. 

La théorie précédente n'est pas rigoureuse; M. Duhamel a 
fait voir que l'équilibre peut être instable, bien que le centre 
de gravité soit au-dessous du métacentre; il a traité d'une 
manière complète le problème des oscillations des corps flot- 
tants {Journal de l'École Polytechnique, il\^ Cahier, i835) en 
admettant que, pour les vitesses prises par le corps et le 
liquide, la loi des pressions ne différait pas de celles de 
l'Hydrostatique. Chacun sait qu'il n*en est pas ainsi d'une 
manière générale, ce que le phénomène de la natation suffi- 
rait à établir. M. Clebsch a montré que les termes dont on ne 
tient pas compte dans cette théorie sont du même ordre que 
ceux que Ton conserve, de sorte que la véritable théorie de 
la stabilité des corps flottants est beaucoup plus compliquée 
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qu'on ne Tavail cru, et doit être rapportée, non plus à 1 Hydro- 
statique, mais à l'Hydrodynamique. 

Ce qu'on peut dire, quand on ne veut pas pousser cette 
théorie à fond, c'est que l'excès de la pression hydrodyna- 
mique sur la pression hydrostatique ayant pour effet d'aug- 
menter la pression qui résiste aux parois en mouvement, et 
de produire un vide en arrière de celles qui fuient, cet excès 
ne peut qu'être favorable à la stabilité, et que la théorie 
ordinaire fait connaître des conditions suffisantes, sinon 
nécessaires. 
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après ce que nous avons dit de Tutilité de THydraulique, 
omprend facilement que Tart de conduire et d'utiliser les 
( a dû être cultivé de tout temps avec plus ou moins de 
;ès. Les anciens ont même exécuté de très beaux travaux 
5 ce genre, travaux dont quelques-uns subsistent encore 
*ont pas été surpassés. 

ais l'Hydrodynamique rationnelle est une science née il 
a pas encore deux siècles. Newton a tenté le premier de 
uler, par les principes de la Mécanique, le mouvement 
fluides, et d'Alembert est le premier qui ait réduit les 
es lois de leur mouvement à des équations analytiques» 
raut avait donné dans sa Théorie de la figure de la Terre, 
1743, les lois générales de l'équilibre des fluides; il ne 
issait donc que de passer de ces lois à celles de leur mou- 
lent, par le moyen du principe auquel d'Alembert avait 
uit, à cette même époque, toute la Dynamique. Ce dernier 
quelques années après, ce pas important, à l'occasion du 
Lque l'Académie de Berlin proposa, en 1760, sur la théorie 
a résistance des fluides. Enfin Euler, simplifiant et com- 
lant les théories de d'Alembert, donna les premières for- 
les générales pour le mouvement des fluides, fondées sur 
lois de leur équilibre, et présentées avec la notation simple 
umineuse des diff'érences partielles, 
ous allons commencer par établir ces équations, dontl'in- 
ration, si elle était possible, aurait pour eff'et de déter- 
ler complètement les circonstances du mouvement et de 
tion d'un fluide mû par des forces quelconques. Malheu- 
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reusement, elles sont si rebelles qu*on n'a pu jusqu'à présent 
en venir à bout que dans des cas très limités. 

§ I. — Équations générales du mouvement des fluides. 

Pour se faire une idée exacte du problème considéré delà 
manière la plus générale, il faut supposer que, à un instant 
déterminé que l'on prendra par exemple pour origine des 
temps (^=^0), on connaisse la position de toutes les molé- 
cules qui composent le fluide, et les vitesses dont elles sont 
animées; que, de plus, on donne les forces extérieures qui 
agissent sur tous les points du fluide, les pressions et les 
autres conditions relatives à ses limites dans tous les sens. 

Cela posé, il s'agit de déterminer le mouvement de chaque 
molécule en particulier, c'est-à-dire de trouver l'expression 
des trois coordonnées de cette molécule en fonction du temps, 
et de connaître. de plus la pression et la densité en un point 
quelconque, la température dans le cas d'un gaz. 

Pression dans les liquides en mouvement. — Qu'est-ce que 
la pression en un point d'un liquide en mouvement? C'est 
l'action mutuelle de deux portions infiniment petites en con- 
tact. Peut-on dire qu'elle soit la même dans tous les sens? 
Gomment la mesurer? 

En vertu du principe de d'Alembert, un liquide en mouve- 
ment peut être considéré comme étant en équilibre sous l'in- 
fluence des forces extérieures, des pressions et des forces 
d'inertie. Or, les forces d'inertie sont de la nature de celles 
qui sont proportionnelles aux masses et qui, à la limite, dis- 
paraissent devant les pressions; donc on peut étendre au cas 
d'un liquide en mouvement notre démonstration du principe 
fondamental de l'égalité de pression en tous sens, et définir 
la pression comme en Hydrostatique. 

Ce principe de l'égalité de pression suppose la fluidité par- 
faite, c'est-à-dire la pression normale aux surfaces, ou bien 
l'absence de tout frottement. Or, si cette hypothèse ne s'écarte 
pas sensiblement de la vérité dans le cas d'un liquide en équi- 
libre, l'expérience prouve que, dans le mouvement des li- 
quides, il se développe un frottement dont l'intensité aug- 
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Ile avec la vitesse. Pour Je reconnaître, iJ suflU de consi- 
er une rivière. Son mouvement, dans une étendue Jimitée» 
sensiblement uniforme et, s*il n'y avait pas de frottement, 
erait accéléré comme celui des corps qui glissent sur des 
ns inclinés. De plus, si le frottement des liquides suivait à 
a près les mêmes lois que celui des corps solides, il y au- 
cune certaine inclinaison de lit sur laquelle le mouvement 
rait uniforme; dans tous les autres cas, il y aurait inouve- 
ent accéléré ou retardé. Or l'observation montre, au con- 
lire, que le mouvement uniforme s'établit toujours, quelle 
16 soit la pente; seulement la vitesse augmente avec la 
mie. Il faut donc que le frottement augmente aussi avec la 
tesse. Ces réserves étant faites, nous commencerons par ne- 
iger le frottement; nous verrons ensuite à en tenir compte. 
Du problème général de V Hydrodynamique. — Les coor- 
mnées JT, r.j^ d'une molécule déterminée sont des fonctions 
3 la seule variable t\ mais ces fonctions changent d'une mo- 
îcule à l'autre et dépendent, par conséquent, des coordon- 
ées a, hy c du point où se trouvait à Torigine du mouvement 
i molécule que l'on considère. On doit donc regarder jr, 
, z comme des fonctions des quatre variables indépendantes 
, 6, c, ^; et si l'on peut trouver l'expression générale de ces 
*ois fonctions, on connaîtra exactement le mouvement de 
3lle molécule que l'on voudra, à partir de sa position initiale. 
Ce n'est point ainsi que l'on pose habituellement le pro- 
lème. Au lieu de suivre une molécule dans son mouvement, 
n se place en un point M déterminé (a-, v, -:) de l'espace 
ccupé actuellement par le liquide. Soient m, r, w les oompo- 
antes de la vitesse de la molécule qui passe au point M à 
époque t : au bout d'un certain temps, cette molécule se sera 
ansportée ailleurs: elle sera remplacée au point M par une 
Urequi sera animée d'une autre vitesse (w,, r,, trj); de sorte 
l'en un point fixe les composantes w, r, w doivent être con- 
iérées comme des fonctions du temps t; elles varient en 
Hre avec le point M que l'on considère, de sorte que ce 
nt en définitive des fonctions des quatre variables indépen- 
mtes Xy y, z, t. 

Proposons-nous de déterminer d'une manière générale ces 
actions u, v^ w; et, cela fait, il est facile de voir que le pro- 
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blême pourra être regardé comme résolu (en mettant décote 
les difficultés purement analytiques). En effet, si Ton veut 
alors connaître le mouvement d'une molécule en particulier, 
il suffira de considérer Xy j, z comme des fonctions de t seu- 
lement, et de poser les équations 

dx dy dz 

ut at at 

En remplaçant w, p, w par leurs valeurs et intégrant, od 
aurait x^ /, z en fonction de t et de trois constantes arbi- 
traires, et l'on déterminerait les arbitraires en exprimantque, 
pour ^ = o, les variables x, 7, z prennent les valeurs a, ô, cdes 
coordonnées initiales de la molécule que Ton considère. 

Le premier problème que nous nous proposerons est donc 
la détermination de w, r, w\ nous introduirons comme incon- 
nues auxiliaires la pression/? et la densité p. 

Equations fournies par le principe de d*Alembert, — Dési- 
gnons par u' v'j w' les dérivées complètes de Uy ç, w, par 
rapport au temps, c'est-à-dire les projections deTaccélération 
totale de la molécule qui occupe la position M à l'époque/. 
Les équations générales de l'équilibre des liquides doivent 
être satisfaites en remplaçant X, Y, Z par X — a'. Y — ^'', 
Z— i^'; donc on a 

^=,<x-«'). |=pa--'). t=,iz-^). 

Pour obtenir u', r', iv\ il faut difîérenlier u, v, w, en y 
regardant x^ y, z comme des fonctions de t qui se rapportent 
au mouvement de la molécule que nous considérons; c'est- 
à-dire qu'on devra faire 

dx dy dz 

dt dt dt 

On trouve ainsi 

, du du du du 

u z^ —r- -+- u ~ \- i^ -r- -^ W —r- j 



dt dx dy ' dz 

, dv dv dv d^ 

v' ~ -— -\- u -. h r -7 H WP' -7- , 

at dx dy dz 

, d\v div dw dw 

at dx dy dz 
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1 dît .r du du du du 

\ y (.1.1 dt dx dy dz 

' I f/p ^, di' dv dv dv 

j p dy dt dx dy dz 

I dp „ dv{> div div di^' 

- ; — A ,- u —, ç —, iv -y- • 

p dz dt dx dy dz 

» trois équations ne suffisent pas pour la détermination 
inq fonctions p, p, w, r, mp' : il en faut deux de plus, à 
s que p ne soit constant; et, même dans ce cas, il en 
•a encore une à trouver. On peut obtenir ces équations 
es la condition que le fluide reste continu. 
nation de continuité, — Remarquons d'abord que la 
lé p est nécessairement liée aux vitesses w, v, v^ des 
ses molécules, indépendamment de toute considération 
)rces qui leur sont appliquées. En effet, si Ton connaît 
MP', nous avons vu que le mouvement de la masse fluide 
. complètement connu : on pourrait savoir où sont 
3S à un instant quelconque les diverses molécules qui 
)aient précédemment des positions données; on pour- 
avoir en particulier quelles sont les molécules qui se 
ent à cet instant dans l'intérieur d'un élément de volume 
;onque, et par conséquent quelle est la masse totale du 
; contenu dans cet élément; on en conclurait la den- 
, c'est-à-dire la masse de l'unité de volume, 
ur traduire analytiquement ces considérations bien sim- 
concevons que tout l'espace occupé par le fluide soit 
gé en parallélépipèdes infiniment petits de volume 
/dz. Après le temps dt, ces parallélépipèdes doivent se 
er encore remplis par le fluide, excepté peut-être ceux 
56 trouveraient à la surface libre; et par conséquent 

'oissement de la densité dans chacun d'eux, -^ dt, sera 

at 

à l'accroissement de la masse qui y était renfermée, 

é par le volume : il faut donc chercher l'excès de la 

e du fluide qui est entré dans un quelconque d'entre 

sur la masse qui en est sortie pendant le temps dt. 

direction de la vitesse variant d'une manière continue, 

III. 20 
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l4fUiU!i|ii'e' iU\ lluîile par une face, iJ en s 
lecf>|iliùUu iti Âî Ton calcule l'excès de la mai 
aJ|Mfi.'Uitiiiô Anr la secoude» pour les trois coup 
iliHufcui lu Hoinnie de ces excès sera raccroiss< 
irctid^tiniOedans le parallélépipède. 

Sdii d'aboni la face parallèle aux v, z : 



p u dy dz dt ; 



il'^ii 



IVsmIeul Oit 



(P'^^ï'^'')'''^ '''''''' 



^ 'iifiil dj.' dy dz di. 
dx 



fin divisant la somme des trois excès 
devra avoir -^ dt\ de là l'équation dite de c 

do dp a dpv dpi%' ___ 
^ dt dx dv dz 

Équation fournie par la nature physii 
ilxituiiuons niaintiMiant de quelle manière 1 
iMio inU'i'invIéo suivant la nature du fluide 
-^l'uleinent les deux cas suivants : 

r' Liquide absolument incompressible, 
uiupeialure constante. Dans ce cas p esi 
i*Mn|»s. On a p - consl., et Téquation (2) pi 



du 


r/i' 


(h%^ 




_ . 


-i ;- ~^0, 


iit 


''y 


dz 



Hit A .iloi> qualiv inconnues seulemeni 
.1 \ii v' t'i|ualious. 

il.) tir irnquMulure constante (*)• 



, i I I »!• iii» • «I nu \y^\i OU mouvement dont tous le^^ 
j ii.i.. .u- r iu|mm.iI»iii. »,o se réalise jamais dans les 
• . . i... H- 'l'i.l ' II» »'lr»» r.\if;^n]oe comme compK'ti 
i .1.' I.« I \ •«hi|iii 



e 






est proportionnelle à ,a pre^' 
juaotités «ne équation de Ja fo.^ 

^ est la c»»<ï"ième équation ^^ ^^ ^X ^«'*. 

Tle do problème. ^ ^ ^« /'„ 

.téKratio»» des équations diffé:^^ ^A ^ 
^«c arb»t''*''''®^'ï"'<'evrontêtr-/:^ ^ ~^ 

ions «** '^ . •*•«! , ^::::w 

astaiïces initiales du mouven^ ^ 
liions relatives à /a surface du e^^ïi 
le long de parois fixes ou mcw ^V:w ;>^^^'ey;^ 
ce libre des pressions constar^*^^-^ J^^*^^l* ''^tto. 
ordinairement que les pointa ^ ^ :w'^ ^^ ^'/»ée, .> 
„ec une paro. mobile ou '«^ vj^ i'^J'O**/ ^l^ 
l, et que les points qui appartio, ^V^ X^ ^, ^^ l^^Vl^'"' 
fsnt jamais d'en faire partie. C^ v?^^ ^'^ "a^- ««'i-e ^^' 
léplacements possibles, et, nia|^^^ %^i/**^f </- 'es ^ ««/. 
de cas où les calculs puissent ^ -. i^ ^ /e y J «Aq^^* ^n «^ 
1 peut dire que les efforts des ^^^ ^t >>/ ^ 4 ./'^^f //^ eoj 
t à montrer la grande difficu ^ %^ ^ ti^^'^^ëse^^^ce y^."^/?/,, 
iouvement des fluides, et l'on v^^^ ^"^^c/ ^^e*, '®««re/ ®*« 
.Hcation de Ja théorie précéd^^ ^ ^^ ^ ^^ét!'^'' ooJ'*<=oJ^^'i 
sres et des mouvements de 1'^ ^ »^^ «o "'Jf '^'e/>, ^*^ 
est ainsi qu'on a senti la «^ '-^>^^*^^s^J,^^e^f/•ey^•'/se!^^'• 
ce pour guide dans des rech -5^^ ti^ ^ ^'é/,.^® 'eo/J'^^au 
li,Mario«e, GuglieJmini, ^.W^^.>é/.e ''^ tf^ '^«'e /f « 

*é dans cette voie, mais sa^^ ^ %: ^^^ ® tfe * ''^s </ 

«tttes pour établir un ensen» / ^ '^ *. r *"««/ w ''/'e ** 

ce expérimentale, lis fureaf^l^^Vo^^'We/^'^^fJ^^Pé. 
'. Ejtelwein, Ponce/et, ei"^ ^, *^Oos/'''''''»'é w^^'e/»/ ^•'^- 
' plus modernes qui contin » ,^ - , ^^fis /^'"«/Jf ,. ^* <?o„ '^^J^ 
■Jevanciers. ^^' ««/»/*^ O^ "^/•^v"^^* 

nt aux équations général-, ' '« '^cA *'"^«'- /'' ^o^^^^'e 
chose; mais il ne faut p^^, „ * eo^o,^ «o^^ "«^ 

^,« de Ja Mécanique ration^^ Oat "^ « ;V, '''^^e .^ 

^ tous les systèmes de p^^<N .i^Ve, , . "^^ 
grand nombre de cas «.''^'îïs l^^P^'onJ^^ %„ ""^s 

fSpourraconduireauré^^C'''^e4^'*''/^>«« 
•« .egré d.approxima,>^^.^^V;.^.4^^ 



^Ofe. 



'Ac 
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vives notamment a servi de base à V Hydrodynamique de Da-| 
niel BernouUi, imprimée en 1788, Ouvrage qui brille d'ailleonj 
par une analyse aussi élégante dans sa marche que simplei 
dans ses résultats. Nous aurons fréquemment à employer ce 
théorème sous la forme donnée par Daniel Bernoulli, forme 
que nous allons établir dans le paragraphe suivant. 



§ II. — Du RÉGIME PERMANENT d'uNB MASSE LIQUIDE 

EN MOUVEMENT. 

Plaçons-nous maintenant au point de vue des applicatioDS, 
et considérons un liquide en mouvement dans des conditions 
quelconques. Au commencement du mouvement, il se passe 
des phénomènes plus ou moins compliqués; mais au bout 
d'un certain temps on obtient généralement un état ou régime 
permanent dans lequel toutes les circonstances restent les 
mêmes aux mêmes points de l'espace, et ne varient que d'un 
point à l'autre. 

Ainsi, en un point quelconque, la vitesse du liquide sera 
constante en grandeur et en direction, et, par conséquent, 
deux molécules qui, à des époques déterminées, auront 
occupé une même position, parcourront la même trajectoire 
d'une manière identique. 

Les rivières, dans leur cours habituel, nous donnent un 
exemple de masses liquides à l'état de régime permanent. 
S'il arrive une crue, cet état se trouve remplacé au bout 
de quelque temps par un régime différent, lequel persistera 
jusqu'à de nouvelles perturbations. 

Filet liquide, — Soit un point M du liquide (fig. 83); parce 



Fig. 83. 




point conduisons un plan normal à la vitesse commune de 
toutes les molécules qui y passeront successivement, et tra- 
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is ce plan autour du point M une courbe infiniment 

iielconque. L*ensemble des trajectoires des molécules 

ersent l'aire plane limitée par cette courbe, et qui ne 

c pas dans le mouvement, forme un filet liquide. Le 

t se dilater, se rétrécir, mais nous admettrons que la 

ne varie que très peu et par degrés insensibles, sans 

frottements des molécules liquides les unes sur les 

e seraient plus négligeables. 

des diverses circonstances du mouvement permanent 

t liquide supposé sans frottement. — Occupons-nous 

des équations au moyen desquelles nous établirons la 

té et la permanence du mouvement du filet. 

ù la section du filet en un point quelconque. La masse 

e qui passe dans cette section pendant le temps dt 

ït; et si dQ représente le volume débité par seconde, 

st rigoureusement uniforme en vertu de la perma- 

n aura 

dQ = çda. 

i liquide étant continu, on devra avoir le même débit 
tes les sections d(ù', d(,}\ ... du filet; donc on a 

dQ = t^û^o) = v'd(ti'=z v' diù"z=z ... ; 

l'équation dite de permanence. 

ème de D. Bernoulli. — Cela posé, le principe des 
ves suffit pour étudier les circonstances du mouve- 
n filet liquide soumis à l'action de la pesanteur, quand 
ige les frottements des molécules les unes sur les 
t sur les parois encaissant le filet. 
MM' (fig. 84) une portion de filet liquide soumis à la 
:ion de la pesanteur; v, d'w, p la vitesse, la section et 
on en M; v',doi\p' les mêmes quantités au point M'; 
is spécifique. 

ns le théorème des forces vives pour un petit dépla- 
iu liquide compris entre les deux sections quelcon- 
tf'. 

sons que, par TefTetdu déplacement, la section M soit 
n Ml, et la section M' en M', au bout du temps dt. 
évaluation de l'accroissement de force vive, il n'y a 
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pas à tenir compte de la force rive de la portion MiM', ItqH 
figure également en vertu de la permanence jdans Texprai 
de la force vive initiale et de la force vive finale, afee 



ig. af. 




valeurs égales dans les deux cas; il suffira de prendre la fi 
vive de la masse M'Mi et d>n retrancher celle de It 
tion MMf On aura ainsi pour le demi-accroissement de t 
vive, en désignant le débit par dQ» 

■* g 

m 

Evaluons mainteaaQt le travail des forces qui agisseo 
le filet. Ces forces sont la pesanteur et les pressions p' < 
Or ou sait» eu premier lieu, que le travail de la pesai 
correspondant à un déplacement quelconque d*un systèn 
points matériels dépend uniquement du poids total du svs 
et de la quantité dont le centre de gravité s'est éleT 
abaissé : doue on ne 1 altère pas en supposant à la plac 
inouvemeîit réel un autre mouvement quelconque, pc 
quo le déplacement final du ceatre de gravité ne soil 
aUoré: ici l'on [»eut supposer que le mouvement ail cou 
simplement Juas le transport de la masse MMi à la 
ùon >r>J. : '.:«.• soiie qu»? le travail de la pesanteur est 

j olani la diifei*eu«.e de niveau du centre de gravit 
\olumos M Ml et M M^, et, comme ces volumes sont ii 
meui petits, 3—3 représente aussi la différence de n 
des points \1 et M' de ces volumes. 
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travail île la pression p esl poshif el égal >• 
\ p di.) V dt ou pdQdt; 

|e la pression />' esl négatiT et égal h 
I //■,/'.,','(/( ou p't/Qdl; 

enfin, on a l'êqualion 

parHrfO''^ 

I 



Prorme, lous les termes de celle i-qiKilif 
Ht (les hauteurs : 



îp^^^ 



est la hauteur due à la vitesse i'; 

est la hauteur due à la vilcsso i'; ' ■ 

^ ^ sont les hauteurs représeiitulives des pressions. 

s qu'aux diirérenls points de noire filet l/ig. 85) 

Fig. «,x 




ieTions des lubes éiroiis MA, M'A' déliouchanl diin» 



le vide. L'eau s'é)ii\' 
quéespar^,^ 

liquides. Nous nomilioronir •» 
d'après d'Aubuisson, qui sfii i- 
sion d'un liquide eu ntniitt-iiH- 
[uyau de coniluîle. 

Cela posé. 2+ ^ esL la liiiur. 
comparaison du sontmel de lu culd 
point M, 3' + iy est la hauteur analq 
l'équalion (1) veut dire que : 

TbSorëhe. — La di'lférence des haSi 
en deu.c points quelconques d'un méi 
(i ta différence de niveau des sommetf^ 
triques correspondantes. 

Il résulte de là que si, à chaque coToiUW 
OQ ajoute une hauteur égale à la hauteur due A In vl 
poiut correspondant de la veine fluide, on arrlvorn 
à un niveau cousiaut; c'est ce que l'équation luonin 
iriet sous la forme 



Ce uiveau constaot s'appelle le plan de charge., 

Pourfaireuneapplication de ce théorème, considéra 
une veine lluide suffîsamment mince (,Jig. 86)1 divei 





Ali, A'B'. A'B" qui soient traversées à peu pn'sl 
Iremeul par le liquide, et dont le» ceolres def 
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soient G, G', G''. La variation de section entre AB et A'^B*' est 
supposée continue et telle que le liquide remplissant cette 
portion du vase y coule par filets à peu près d'égale vitesse, 
et^ par conséquent sans frottement sensible. Dans ce cas, en 
conservant les notations précédentes, on a 





■+■ 


p 
n 


-hz 


2g 

Vft- 


' n 




2<r 

r 
• 


-t- 


p' 

n 



-Af 



et 



Ainsi, quand on connaîtra les aires ^, Q!y ^ et les ordon- 
nées Zy z'y z^y OU aura, entre les trois vitesses et les trois 
pressions, quatre équations qui permettront de déterminer 
quatre de ces quantités en fonction des deux aulres. 

Supposons, par exemple, que les inconnues soient les trois 
vitesses et la pression p'. On trouvera d'abord, sans avoir 
égard à la section intermédiaire et en éliminant V, 



(3) \'—*' u u 



V 



a' 



Mais il importe de remarquer que cette formule est sou- 
mise à un cas d'exception. 

Calculons, en effet, la pression /?', noirs avons pour cela 
l'équation 



<.^ 



\{'-k){à 



^1 



P'M ^ 



n ii'i ' \' ' nyvsi* Q."* 



^w 



^n 




'^' ' -i.==0. 



flA^'» ^2 



Il est possible que cette équation, si z' est trop considérable, 
donne pour/?' une valeur négative. Dans ce cas, le mouve- 
ment permanent est impossible, le liquide se divise comme 
il fait au sommet d'un siphon quand ce sommet esta plus de 
32 pieds au-dessus des niveaux du liquide. Les deux colonnes 
sont alors à une pression nulle. 
Ce résultat est indépendant des frottements dont nous au- 



iroiiefllustHiKl.à 

'J^bypotbèse Û'tfjoK rpresaiou uulle cataerné 

^ioàt» la prH^Que, A caime At il 'air ifit ifie Ito n 

Quoi 9UÎil«B «ciiL,itwvl 9ue J'.Bn lEeiia afta 



i»i«li se ;gai4er 4« ie .canffiutdre xxec Hb 

eowélriçtie^, qai peu! «'jiibatwer «g se iMtentr, hIib 

vîidftBe sN£au;iiil« «b <diiBihrae. os -^m nmn 

tioo il -des ^'«riatiottc înverwfi. Ce |ftm w 

Mattt^ur il ikq Helle pwbebe pandeaiarllelfilOL 

£t « in OOBâbiOlU de <dibt>Ctcl)«T fiOVE 

£j l'vxi vsnt faire monxer le 
Cii«l«t«rc€f-«u vu^atqneioomiqmemaefa^amaÊiftU 
laire, «u M»or«o 4r«ii« iwuiiiie 
mivesta ie «iutrge «u ce point d, par snle, e 

ApfflÙMtioH du prûtcifiedet piésamêire^ 
application i»tér«cu[at« d« c«fi 







lli- ini\ environ? (J'Anislertlam, il proïimil'^ " 
iiiiii il la ville l'eau potable nécessaire i I» ** 
•1 liiiliiliints. 



disiribuiions dWu nr<)in«ir<^, IWn i» \vwiM 
e d*iisde grands r^M>ni>irs qui sont (^aMUJi « 
IBsanIo pour <te.<servîr louif» Ion it^niliillritt i^Mti 
■nue au niveau cotivenablo nii inityon ili:< |U)m|t«l 
le ii'élait pas possihio â AmstcrtlHUi. m \'R\wfMi 
is les icri'aiiis cnvîrnniiiioïK. Lii riini'mtlinnllitti oill 
[treclemonl ■'■ l'airlr do ponipcx puiiiaiil «Ifliin i]ïf 
sins coniennni i1i> Tfan fllll'i^c. I.i< ,ir>ii ilc i 
îl donc èlrc r^plfi île mniiii^rc tiiio lu t'Iinriji' ntl ' 
le valeur convmiuble. l'uur ri'lii, nti h Inolnll^ dit \ 
en un point d<; lu condiiiK^ A\U,fl/t- "?)l I" lilV(iai) ' 
is la colonne, indi(|iii^ nii irioyoïi il'illi l1i)H«ui', ffiti , 
a mécanicien, qui fait irporclirr un plti* oli miiltia ■ 
bre de pompes, de inanii>rn h miitnlodlr la vhnrRv km 
niveau uortnal. Quand re nivenii f»i nnralilern^'ntl 
au arrive dans un peiil liaiiMin mipArieiif, ll'itfi l'tl04 
■un orifice de irop-plciii, 
t de charge. — Ilans uim- âintriUtnUfli d'*'*W itUllIf 
le niveati de rjmtxf >''»^i ('!«* tftmlpM ; )) 
qui M- IradiJÎMfuI fvar 'le<i pfrfc<: riA i^hfr^K'i» i 
(lances »p***:ut datif tnimit'rf «'rtrfJftrt*^ 
U; d'autre*, d'fiA^ m»»'(^ri» rfH'^<r»ti>A'iv#/A 
r^i^>uol9 <|»ï »# ^&ffi¥iw^nf ^A d«Tf#pMf>a 
que ks pTrif^ if eao. K» sw ^wH diA^rnvVA^, FVtM 
■■p»* ^i 1» figue fte etwwyi* Mf art-rf^sarW li 
r««iA:^ fil imfmn^ *>«•* *• '•'«««(ï'i'e ircfi^ itAT'UV'l 





' dtu potttl' de d»>p»rt. vu l'u s'j|j»iMî»ril i-.intin«*^ 
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triques, qui peut se relever quand, par suite d*ane augmen- 
tation de section dans la veine (fig. 88), une partie de h 
vitesse se trouve transformée en pression; mais de pareillei 
transformations sont toujours accompagnées d'une perte de 
charge, comme nous le verrons. 

Puiu artésiens. — Les nappes d'eau souterraines sont dau 
le même cas que les cours d'eau terrestres; en chaque pdit 
il existe un niveau qui représente la charge sur ce point, et 
qui indique le niveau maximum auquel l'eau soit susceptible 
de jaillir. Il importe donc, quand on veut forer de parab 
puits, de connaître, autant que possible, les allures de la 8a^ 
face qui donne la charge en chaque point. 

Remarques sur l'application du théorème de Daniel Btt' 
noulii. — Pour appliquer le théorème de Daniel BemonlliàoB 
cours d'eau, et même à une veine liquide assez petite, miîs 
non infiniment petite, il faudrait savoir comment les pres- 
sions varient dans l'intérieur de cette veine; on aurait alon 
la vitesse v en chaque point par le théorème qui précède» et 
le débit total serait 



o-f 



vd(ù. 



Or c*Gst là un problème insoluble jusqu'ici d'une manière 
générale, même en négligeant les froltemenls. 

il n'est pas possible de savoir où sont les niveaux piézomé- 
triques dans les divers filets qui constituent une veine fluide; 
donc le théorème précédent, qui donne la loi des vitesses en 
fonction de ces niveaux, ne peut servir à rien, ou du moins 
il ne donne en général qu'une relation unique, insuffisante 
pour résoudre les questions qui intéressent la pratique. 

Mais il en est autrement dans quelques cas simples pour 
lesquels on admet les règles suivantes, qui supposent que, 
dans une porlion du liquide n'ayant pas une grande étendue, 
le frottement des molécules les unes sur les autres peut être 
négligé. Cette hypothèse est confirmée par l'expérience et 
sera expliquée plus tard par l'étude des effets du frottement 
dans les conduites d*eau et les canaux découveris. 

Première règle. — Si un courant ou une portion de courant 
se compose de filets liquides dont chacun ait un mouvement 



ectiiigne et senâblement uniforme* les pressions tie leurs 
Qolécules entre elles, en rertu de la |>es«nleur« el «hsir^e* 
ion faite des frottements* suirent les ni<>iaes lois «)ue dann 
*éut de repos du liquide; car les forces qui sollicileul oh^ique 
ilet en mourement uniforme satisfont aux oondilious de 
'équilibre. Ainsi : i* si deux points H, M\ assex peu tMoi^u^» 
*an de l'autre pour que le frottement dans riulervalle »ull 
légligeable, ont la différence de niveau s» que la pression par 
nètre soit/» au point supérieur M, et />' au point M» ou a 
if=p-{-llz, même quand les points M et M' n*appHrllouueul 
m à un même filet; a<* si l'on imagine dans le rourunl une 
section plane peu étendue dont l'aire soit A, et dont le couiro 
le gravité soit à la hauteur H au-dessous du point oi\ la prou- 
ÛOQ par métré est /^^ la pression totale Hur la Noctlon A t)Hl 
i(/>H-nH) et la pression moyenne ohI />h-IIIIi cuIIi) t|nl a 
ieu au centre de gravité de la section. 

Oeuxièmb RftGLB. — Lcs mômcs loii ont eiirore linn daiiH mm 
iquide ayant des mouvements qu(>icon(|Mnri, nniirt triNit IomIhi 
:ar cette lenteur n'a lieu que dann mm ('^lat tn^M voUIn tln I'm- 
[uilibre. Nous avons vu qu'il n'en eKl paH ainiii (|iiaiMl on 
ludie les petits mouvements d'un corp» nottanti t'ohI qu<'i 
ans ce dernier cas, il s'agissait de cairjjler Vi^itol tU*ti pri^iitiioMb 
ur ces vitesses très petites, et il n'^^ait pluH p<M iniM tU* n^fji(j<*r 
es forces qui étaient du même ordre (U* ifjuiuhm' qun h^ 
ffets à déterminer. 

TtoisifeHB RitGLE. — Sî, daufi une c^MiaiiM^ iit*i'i\itn iiun^sni' 
aie du courant, les filets ont deu vitei^tiet» ituiuilt'ït^t, ùyi,uUin tm 
Qégales, et que, immédiatement apr'^fe» tA^nr r-rrijon, it-n Hiaitt 
décrivent à peu prés les paraboJeii t{int cïnté^m». mitïot ^la j^ut 
•ourrail, en vertu de ba viteKrfee el tU* bon poid«, ni i:iic i-luU 
solée dans le vide, la pr^hh'tott '4 J'iot/i'i<*Mr du liquide at^i \u 
Qêmequ'à l'extérieur; car, puib^^ue Wh iniflùt^ïc» Mi* in<-*uv<-'nl 
omme si elles n'étaient M/Uinit^et» qu'j^ I Vti^n di^ iu ^ttjyttn 
^ur, les pressions latéraiefc que <;liaqu«' IJU* ^-pii^nvc *it: Ij^hi 
^uilibre deux a deux et sont, pi^t i.ohr.Ot^uvhi, h/nu» v^aï^:» 
ia pression extérieure. On vvit qu^-; *iim^ «■«.' tu», lu l^^J de?, 
'^essions est lout â lait dittéf<nt4; dt^ 4,4||i* qui toyii i«-2 liquidc- 
^ équilibre* 
On ne devra doiAC jauiaife «î««pl<>>^» l*-' lïUountL tU J;. Uci 
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Doalli sans s'èlre assuré que Tune des trois règles firécédentes 
est applicable, autrement on aura toiqoiirs le droit d'écrire 
l'équation générale; mais celles ne pourra être d'aocane 
utilité. 

Quoi qu'il en soit, le seul principe des forces vires nous a 
sofB pour nous rendre compte des dilfértales cireoBStaoeai 
du mouTement permanent d^unftiei liquide, i lacoaditioDde 
né^iger les frottements et les traraux résistants de toute sa- 
ture, développés par les actions mutuelles des aMléesIci 
liquides et des parois fixes ou mobiles. 

D'après ce théorème, sous la forme que loi a donnée B. Be^ 
nouili, en divers points d'un même ,^i liquide : 

La différence des hauteurs dues aux vâenes tsê égaie à k 
différence de niçeau des sommets nies coiomnas ^iiMométnqÊts, 

Autrement, en nous reportant à la définition de h Kgiiedt 
charge : 

La vitesse en chaque point est la même que ceUt qw^et' 
querrait chaque molécule liquide en tombant Mbremeni dÊMS 
le vicie, depuis le niveau qui représente la charge JmaqwfàeeUL 
du sommet de la colonne piézométrique. 

Sous cette forme, le théorème s'applique même au cas où 
les frottements ne sont plus négligeables, si Ton Uent coin|rte 
(Je la dénivellation de ligne de charge produite par ces frot- 
tements; mais on suppose toujours qu'il s'agisse d'un filet 
liquide infiniment petit. 

\jn /iiet liquide a une longueur indéfinie, mais une section 
infiniment petite; de la sorte, dans toute l'étendue de cette 
section, la pression est uniforme, et la vitesse est constante* 

Pour appliquer le théorème de D. Bernoulli k une veine 
lluide de dimensions fînies, quelque petites que soient ces 
dimensions, il faut connaître la loi des pressions pour en con- 
clure la loi des vitesses; or, c'est là ce qui n'est possible que 
dans les trois cas que nous avons distingués. 

Nous allons, par des applications variées, montrer comment 
on doit étudier, soit les cas où le théorème est applicable, 
ï^oit ceux où il ne Test pas. 



m^ ^— . mt iwftiiifcX^K^iii^X H' -, J^sVi 



ouncx met i»t iitxv^ t%}kxs\^ 

n liquide homogène sWowlt* |^^r \\W \\^\\\s'' \s\S\\^\\\\W 
liquée dans la paroi d\iii va^o k\\\ iM^itt^rvuMs 
.'écoulement est suppost^ />r# m«i/««^#«^ ro \\\\\ (i^i^M (|M«( h\ 
ervoir soit, par un moyen quoloon(|iHS oMll'(^l|)Mll <MMr<lHHt 
nt plein d'eau à la mémo hauloitr. l«V^|nMi(^IH^M |MMHVt« 
îydans ces conditions, et Tuirp do rorlltro ^Iftttl i^j^tt^^ |Ut|||M 
rapport aux dimensiouH du vimo, Im K^^JiftM |tMHHrtMMHl 
tablit très promptemeni; c'oni iiii uwuwhl (sofllMffiMMl ^ffl il 
établi que nous étudionn l(s rrioNViMn^ht^ t'ut^l-H lUlh t\{Hi 
is nous proposons de demarid^tr ji rol>i^^rv»«M/^^f tihfiii hathiit r 
*" La vitesse d*écoulemenl qui «rdm^ 1^<« ffihi/ihHtt^n Huifihfi 
)s Jes environs de VohtUtét; 
t** La dépense correspond;» nlA (yj^r ^p.t-^tu^é^, 
Irifice en mince paroL — f>r pf&mi^f é-f$^ /tMff fftfU<^ !t)^Mi< 
ous occoper eï^le^îrCwi <rfi ÏV^iife;^ ^^^ fH*^f/*^ <4fr /////ma /////A/, 

s de auniéffi»' qiiïé: r«»]>*iiï^nr fi^^'^r^*^^ [Vh^t* M lir^hid*^ ^<Mi 
indrc *qp»fc Cft mnirié 'le !;* pl»v»* p**i;»^ iim^^rt^irVrt 4*^ IMn 





ii;: if!.»5:t à< ^ »r^mi<*»* ia^ >*t f;^n« 'flrrirr^r^rpr^mian** 



330 MTMUOUQiri. 

portionnelles aux racines carrées des charges eompUesswrk\ 
centre de gravité de l'édifice. De plus, ces vitesses sont m 
pendantes de la nature du liquide soumis à Vexpirienee, 



Hauteurs dues aux vitesses. 

HMtenn. Titatni. 

■ m 

o,oi 0^443 

0,10 1 ,4oi 

o,ao 1 ,9ai 

o,3o 2,4^6 

o,4o a, 801 

o,5o 3yi3a 

0,60 3y43i 

0,80 3»g6i 

1,00 4,4^9 

i,3o 5,o5o 

i,5o 5,434 

2,00 6ya64 

2,5o 7»oo3 

3,00 7>®73 

4,00 8,858 

5>oo 9,904 

Tel est le théorème de Torricelli. L'inventeur Ta donné 
comme un fait d'expérience à la fin de son traité De molu 
naturaliter acceleratOy i643. Newton, à plusieurs reprises, et 
en même temps Varignon, entreprirent en vain de démontrer 
ce théorème. La première démonstration rigoureuse est due 
à D. Bernoulli ; elle est fondée sur le principe des forces vives, 
dont nous avons déjà indiqué l'application à Tétude desJois 
du mouvement des fluides. 

Mais, avant d'exposer l'application de la formule de D. Ber- 
noulli à la question actuelle, qui est extrêmement délicate, 
il est indispensable d'étudier de très près le phénomène au 
point de vue physique, afin de voir si et comment nous pour- 
rons utiliser l'une de nos trois règles, sans lesquelles le théo- 
rème de D. Bernoulli n'est qu'une lettre morte, au même 
litre que les équations générales d'Euler. 
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^iude physique du phénomène. — OHo étlldo « iVt^ faito 
bord par Bossut et reprise d'une manière irès complèle 
' Savarty dont elle constitue un des plus beaux travaux. 
as lui emprunterons seulement quelques observât ionn. 
Contraction de la veine fluide. - - La veine oousidèrt^o 
is son ensemble se compose de deux parties bien distinrtoh. 
première, qui touche à Torifice, est limpide, transparente, 
apparence immobile, et ressemble à une lige de ciishil. 
is loin la veine est agitée, louche, et présente de dislatin» 
distance des renflements ou ventres régulièrement espaci»»», 
it le diamètre maximum est plus grand que relui de l'ori- 
•• 

Contraction de la veine, — Occupons-nous de la première 
tie. Le phénomène capital qu'elle prés<^rit<î est celui de la 
linution rapide qui s'observe dans la section de la veine à 
tir de rorifice jusqu'à une distancée de c(*lui-cî (''f<alcs 
)rès l'abbé Bossut, à environ la moitié de son diamètre, 
même observateur a reconnu que le diamètre* t\o lu V(*hit« 
ce point (section de plus grande roniraciion) (*Ht à celui 
l'orifice à peu près dans le rapport de ia à 1/1,7, trlIttUM^iM 
l'aire de l'orifice esta l'aire de la veine rontniriè*' rointiM* 
st à 2 environ. On sent bien que <'i»tli» nj<*Miii'<* «'^t trè? 
eate à prendre et que nous ne pouvouH tUfUin*r qu<* dt*^ 
iiltats moyens. Quoi qu'il en soit, Je t'ait injportant u uotii* 
nt de vue, c'est, en premier li<*u, la ro/n'rr^t'Nrr drh lilit: 
iphériques au moment de la sorti** du \:nt', <</nv<'ij/i'in r 
it résulte nécessairement, pour b*s lil<'tK ini^ni'ui»-, uni* 
ssion plus grande que celle qu'on mU ulontii <J'»ipirt jri- 
. de l'Hydrostatique; en second lieu, la di^paiihon d«* < iMi 
ivergence à une petite diht<in<:<' d«' roidl* <*, «u point ou ïu 
tion cesse de diminuer et ou l*> iïlt'U r.nui M-nrHitrim ni 
aJlèles; si la paroi d'<''nj<'f mou n <•^f itu^r. lion/.oiHuli Iti 
16 décrit, à partir de 'e poifH, uf*<' < ourb<- qoi ^<- i(jp|H<M li< 
ucoup de la parais'-»! e a^^i/o^ <• pyi ïit ihroiM * tttntm lin 
cire des points ixiat^^tich houfoi)* i> \'4 MUipU »h lion <h l»« 

anteur. 

'ûrpiicatlon de lu cof^tf oi* f fo/f . |I < : 1 t»»< ili «l* .-« m min 
ipte do pbéxioioeû'; de i¥ M->fif»i#< <i</ij, |.i ju «m |>4 1^1 ^,i/iiM 
I réser%^oir par un oriii«;i qu< lv/«»qui', rutir *\uv irvtf. p^ih 




se délourner de la veriiak 
, en y arrivaDt, ils ont te 
lu moins de l'horizontale. Om 
lenl dans leurs mouvement), 
jvonl. par suite, obligéps i» 
illes donnent alors naissa» 
it pour effet d'augmenter 1» 
n dans l'itilérieur de la veine au droit de l'orifire- 
rsion de la veine. — Un autre fait qui met bien enéii- 
l'existence de pressions centrifuges est celui qu'*" 

Fig. SI. 
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CI ueni de toutes parts, autant qu'elles le peuveal, 

vers cet ifice, comme vers un centre, par un mouvemeDl 
accéléré, . suivant toutes les directions. Les seuls filets ^i 
ri'pondeni \ la partie centrale de l'orifice décrivent à peu pfè<, 
rigoureusciuent une ligue qui sera verticale si VariBceea 
percé . nd d'un vase, dans une paroi horizontale (^#<9o)l 



Les autres Blets sont o 
pour s'approcher de 1' 
directions qui s'approcha 
filets doivent se gêner mi 
et les molécules liquides s 
suivre des trajectoires ci 
i> des forces centrifljges qui 



/,ti- 



désigne ordinairement sous le nom d'inversion de la veine,i^M 
qui est présenté par tous les orifices dont la section n'e 
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re. MM. Poncelet el Lesbros ont étuUiô oo |ihôiMiiiii^uf'. 
il poor plusieurs orifices différi)iitM (Ji/{. 91 )> oti |>4i 
î, l'orifice est carré» la section Uo la visiau, Il uiMt <fi4^ 
^ale à deux fois et demie le Uiaiu6tr<s Ù0 r-i^i MiillfK, 
»re à très peu près un carré; Hauli)ifiiMit l(ti> <1i<i($oiijiI(ï* 

section sont parallèles aux côlén do r<iri(Uii( p Uth iMh 
illeurs légèrement courlK')!!. Hl iUm fdil iihi» niU-UM* 
« deux premières, on olitioiit uita ft^^Mf^ r|Mf ^«^ ^h 
'■ sorte une transition cuira <^isi» d^Ml-^i)- l'^M ^mmM 
r de ce qu'à l'endroit oU l^n HUiU tfui vU.hUt.u\ tU-- 

des côtés tendent h dr^v^nir ffiiiittMéiA, i t.m t^ut 
t des angles tend^mt HuatfH h hh tuftfffhthf'ê ^f ^frh 

autres à s'éloi;^#;f . 
'oncelet et Un^fH ont ;»m**i ^U$éU^ tUt ohh^ ^ //• ''^^♦r'f 

, et iJ$ ont dU^dU^ l» f^^^v^ 4*^' U /^/^V^/, /V/ m z-*:/-^ 
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ne peul pas appliquer le Lhéorême de Bcraoulli pour ]k 
parties de la veine voisines de l'orifice, parce qu'on ne con- 
naît pas en cette région la loi des pressions: tout ce qu'on 
sait, c'est qu'elles sont plus grandes que celles que donne- 
raient les lois de l'Hydrostatique; mais, au point où la section' 
est contractée, les vitesses sont parallèles et les motéculs 
décrivent, sous l'action de ces vitesses et de la pesanlenr, 
leurs trajectoires paraboliques à peu près indépendanimeiil 
les unes des autres (Jî^. gS). Nous pouvons donc supposer 

Fig. 93. 




que la pression est constante dans toute l'étendue île U 
veine, et égale h la pression atmosphérique ambianle, el. 
par suite, nous nous trouvons dans le troisième cas où 1^ 
lliéorème de D. Bernoulli esi applicable. 
Nous auron.s immédiatement l'équation 

ig ig- "^ n n 

L'orifice étant généralement très petit par rapport à la sec- 
lion du réservoir, on peut, sans erreur sensible, négliger !f 

terme— ^; et, si l'on suppose de plus que la pression auni' 

sphérique est la môme à la surface libre du liquide qu'a" 
niveau de l'oririce, on aura simplement 



I sorte que la vitesse du liquide est /a mém^ yi4«> %'vUi' %i'Ht* 
rps qui tombe librement dans le xnde d^ la kanitHè A. 
Si l'orifice d'écoulement est noytS ou ai lo lii|ui(lo «lixhouolio 
ins un réservoir où la pression soit HupiSiiouro ww ih(\Miouro 
celle de l'atmosphère, il faudra ronsorvor xhwu lu fnrnuiln 

! terme w — ^• 

Enfin, dans certains cas, il y aura lion tU^ (luilr t'iiiiiplM iIm 
i vitesse au niveau supérieur Vq. 

Vérification expérimentale. - (lotln formula, roiiinir hMlht;* 
îlles que nous trouverons dan» c<ain \\\tMmi\ un \\\%))i%\\\ 
hypothèses souvent un peu douteutteu, n» doit Ain? udiiilMr 
ii'après une vérification expérim^uilttl'^ \i'\ Ton \n*M\ («ith 
Hte vérification de deux manièn^H : 

I** On peut diriger le jet veiticaK^nii^iit d*' \m% ^7J Um^f ti 
dQ reconnaît que le liquid^f s'élève' t^ihuihU^Mèi'fti i^ h l/^^^ 
îur h; 

3° On peut construire la par^hoJ^^ qu<^ iofm*' h v^'MmJImm^ 
u moyen d'anneaux fixéii ^ uu iMhi^at^, *:i qMV ph^A. 4« t*»*^ 
ière à les faire traverber pa^ Im v^h^% K«» ^;|^:mi»< 4*^ m JM 
lanière, au bout de quelques iVu^x^i>4;ia«;^#i)r » vu ^iitkri (^ mim 
itesse 

t même à 

sus le cai^ fk; vit^i»M;> Vf i^r t«iJi»)v^ . 
Cne rérificaLiOt: ♦ ' lit > j/<y»^^ 'v^ j/<«.f .<>*i1li» i^^iàs M>'^/«L«i.« 

^suluii auqu^i ^b^ ♦ ^ui/ooi 

'^îlf liquidât ^i*itfl pcJj i >;>*', t/z^:» ;^t.j^i,i^;,<.»|,^,«,»*.. , ',•-»',' 

{ ' .' ' ; 
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On peut d'abord mesurer directement 12 à l'aide d'an 
compas d'épaisseur; mais on n'arrive pas ainsi à une grande' 
précision. La meilleure méthode consiate à mesurer la dé- 
pense Q par seconde, et à déterminer ensuite fi au moyen de 
la formule 

L'expérience a montré que 12 est sensit)l^ment proportion- 
nelle à A et qu'on peut écrire 12 = m A, d'où 

Q := mk\f2gh. 

Dans le cas d'un petit orifice en mince paroi, dont les deux 
dimensions diffèrent peu l'une de l'autre, et enfin quand la 
charge sur le centre est assez grande pour la stabilité du 
mouvement permanent, le coefficient m est à peu près égal 
à 0,62. 
Beaucoup d'auteurs appellent sjigh la vitesse théorique^ et 

ksjigh \9i dépense théorique d'un orifice A sous une charge A. 
La première de ces expressions est juste, et nous avons vu 
que l'expérience vérifie autant qu'on peut l'espérer les dé- 
ductions de la théorie. Au contraire, l'expression de dépense 
théorique pour désigner une dépense qui n'est nullement 
donnée par la théorie est extrêmement vicieuse. La théorie 

nous indique que, au point où la vitesse est égale à v^2^A, la 
section est plus petite que A et que, au point où la section 

est A, la vitesse est plus petite que ^2gh, à cause des pres- 
sions centrifuges résultant du mouvement curviligne des 
molécules, pressions dont l'effet est de relever le niveau 
piézomélrique, et par conséquent de diminuer la vitesse. 

Quoi qu'il en soit, le coefficient de la dépense m =0,62 est 
principalement destiné à représenter la diminution de la sec- 
tion de sortie; c'est un coefficient de contraction, quoiqu'il 
provienne aussi en partie de ce que la vitesse à la section 

contractée n'est pas tout à fait égale à \Jighy comme nous 
l'avons vu. 

Du coefficient de contraction. — Ce coefficient 0,62 sup- 
pose de petits orifices circulaires de 2 à 16 centimètres de 
diamètre, percés dans une paroi plane et spqmis \ une charge 
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>ez forte, charge que l'on mesure habituellement sur le 
ttlre de gravité de rorifice. Le coefficient m diminue lorsque 
I charges augmentent au delà d'une certaine limite, et, à 
large égale, il augmente un peu lorsque les dimensions de 
orifice diminuent. Il dépend du reste très peu de la forme 
e cet orlûce, au moins tant que celui-ci reste très petit et 
e forme plus ou moins carrée ou circulaire. 

Nous venons de voir qu'en général la théorie est impuis- 
inte à déterminer la valeur numérique du coefficient de con- 
mction; cependant elle peut le faire dans deux cas particu- 
ers qui sont : 

I® Celui d'un orifice ù\i parfaitement évasé; 

a** Celui d'un orifice pourvu de V ajutage rentrant de Borda, 

Orifice parfaitement évasé, — Si, au lieu d'amincir la paroi 
3mme nous l'avons d'abord supposé, on évase l'orifice en 
edans ( fig. 94)» de manière à donner à la portion de la veine 

Fig- 94- 




uide contenue dans l'épaisseur de la p^aroi précisément la 
>rme que cette veine tend à prendre en débouchant d'un ori- 
ce aminciy il est clair qu'il n'y aura plus de contraction à la 
mie, puisqu'on aura artificiellement reporté ce qu'on appelle 
laintenant l'orifice à la section contractée. II n'y aura plus de 
Defficient de contraction m répondant à une réduction de 

action, et l'on aura sensiblement pour la dépense Xsfigh, 

1 plus exactement \i.k\jigh, fx portant sur la vitesse théo- 
que et différant de l'unité. Les expéricnc(»s de Michelolii 
it donné 

Quant aux dimensions les plus convcnablort ft adopter pour 
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avoir un oriHce qu'on puisse dire parfaitement ét-asé, ellesn 
sont pas I '-S bien délerminées. MicheloUi a donné, pour les 
longueur \B, ab, CD, les nombres respectifs loo, 79, Sj, 
tandis qi ytelwein a donné les nombres plus simples io,4 
et 5. 

Ajutage rentrant de Borda. ~ Au lieu d'évaser la paroi, 
faisons-la rentrer uu contraire dans l'intérieur du rase demi- 
iiière k fo stituer un ajutage rentrant. Ce système d'orifice 1 
n'est jai i employé; son étude n'oiîre qu'un intérêt tliéo- 
rique résultant de ce ■>"'■>'■ """i déterminer la conlraclion 
par ie calcul. J 

L'orifice étant disposé commt l'indique la^^^. $5, la \im~ I 
gueur AD du tube rentrant doit Ire telle que la veine liquide 1 



se détache parfailemenl des parois à partir de AB, et sorlf 
sans toucher la paroi intérieure de l'ajulage. On voit qu''" 
moyen de ce petit lobe on reporte dans l'intérieur du liiiuid? 
dos points où les molécules commencent à prendre des vi- 
tesses accélérées, de sorte que, l'orifice AB étant très petit pat 
rapport à la section horizontale du vase, la vitesse le longds' 
parois verticales de celui-ci est très faible même en Det enC, 
et la pression aux divers points de ces parois est partout celle 
qui aurait lieu dans l'état de repos. Donc la pression qu'exerce 
.sur le liquide la paroi £D, CF qui entoure l'orifice étant pro- 
jetée sur un axe perpendiculaire au plan vertical AB, est par 
tout la même que celle des parties correspondantes GH, Ik 
de la paroi opposée GK. De plus, celle-ci exerce en Hl u"^ 
pression qui n'est pas contre-balancée et dont l'expression est 
F — HAIl (en désignant par A l'aire de l'orifice AB), si l'on 
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églige la pression atmosphérique, qui agit tyaloinoiil m\v Im 
eine AabB. 

Cela posé, appliquons le théorème île la projeetloii diw 
(uantités de mouvement au liquide qui, i^ un iiiMtnnl quel 
'onque pris pour instant initial» est compris entre NN e( «W», 
section faite à Tendroit de la contraction. PrenouN Taxe de 
projection horizontal dans le sens de la vitesse de soiile en ith ; 
celle-ci étant v et Taire de la section eontractt^e «'«tanl &i, la 

masse du liquide dépense pendant le temps af est * 

et sa quantité de mouvement " • C*est pri^eis^Miienl l'ae 

A' 

croissement de la projection de la quantité de mouvement du 
système matériel considéré, attendu la permanence lUi ri'*|{lme 
dans rintérieur du vase et la direction verlicali* d<* la vilt'uMe 
des molécules du plan NN. Quant aux impuUiofJK liorixon 
taies des forces, elles se réduisent à Fc// ou II A// ///, puUque 
toutes les autres forces se détruisent en projertion. Le Ih^o 
rèmede la quantité de mouvement donne donc réqualioii 

6t comme on a d^ailleurt^ ^' '^f^^h d'après W. ih/M/iem** du 
Berooulli, qui s'applique \iïi\(t\ii*.ï\&4mui^t%\\ de J'orifl''-**, on en 

coDclat ûizi J A, et la dépent^'^ \i'4r M^ond*' l A v '^H^*- 

Ce dernier résultat ^M confinn*' p*» un*' «•jip<'iM »e «■ d«' 
Borda. On voit que lîi d<rnjon^l»;*iiofj pr^'/.d'oi* ii« pv«>M^^»i 
pas s'appliquer à un orific'r ouvï'^ injoi^di^t^'m^oi dvnr on* 
paroi plane, parce que Jet filets, ;rJiî>fe*iit M>f «4'ft«- pv^/i vv«.« 
une vitesse croifcbîinlf- 4>u>: appro';h«*^ d« l'vi H »*,<•, j' «/i »<,i m 
une pressîoD molDdr*- qu«: lî» ;J^*•^^ivn h^dio^^Uqu* Jl Ivo 
Irait dooc« dau^ o^ 'j^î^^. p'^h»;r 

\vk continiuiut (^'app^i^f f ï *:s*^'.t ^\* \^ pfi.jr,hi«;ii di i»t pitio* 
JK sur la prebhioi. d' ii ti<»«o: opp^z-C* ^>i» « *i « <h*< liiii^it 
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Divertes valeurs du coefficient de eomtraetÙM, — Ifem MMH 
trouvé, pour le cas de l'orifice parfaitement évaaé, qne le 
ficient de la dépense est égal à 0,98 : ce même coefflcïeotM 
de o,5o pour l'ajutage rentrant, et il est clair qne, dans lu#- 
versee dispositions que l'on adoptera pour roriOcci, m vaiim 
entre o,5o et 1, selon que la contraction se trouvera plaiN 
moins annolée, la vitesse étant toujours senaiblement égéli 
la vitesse théorique, i l'endroit de la conb^ction. fia putHat^ 
lier, on augmenterait la dépense en disposant dans l'inténeor 
de l'orince en mince paroi de petites planchettes, de manièie 
à arrêter les filets dont les vitesses seraient trop diva-^nM; 
seulement il ne faudrait pas aller trop loin daoa cette TofCi 
ear on arriverait à l'ajutage rentrant qui donne m 1=0, So. On 
donne quelquefois une règle qui consiste ft multiplier o,b 
par les coefficiems i,o3, i,o5, 1,07 et 1,11, selon que lacMy 
traction sera supprimée sur un c6té, sur deux cAtés opposéi, 
sur deux côtés contigus, enfin sur trois côtés. 

On peut consulter les Tables déduites, par le colonel Lea- 
bros, «l'un très grand nombre d'expériences (Recueil tki Mé- 
moires des Savants étrangers), ou l'extrait de ces Tables 
qu'on trouve à la fin du Cours d'Hydraulique de M. Bresse- 

Grands orifices. — Vannes. — L'écoulement des liquides 
par les grands orifices est le cas qui intéresse le plus U pn- 
tique, et dont l'étude présente la plus grande utilité. 

Les eaux qui font mouvoir les roues hydrauliques sonto^ 




dinairemcnt contenues dans un réservoir ou bief. L'une des 
parois de ce réservoir est percée d'un orifice dont les dimen- 



CHAPITRE II. — HTDaODYNAMIQUE. 



33 I 



»ps ne peuvent pas être considérées comme petites. Quand 

la roue ne travaille pas, le pertuis est fermé par une vanne. Les 

«ITAQnes peuvent être d'ailleurs de deux sortes : des vannes de 

^4>ndei des vannes de superficie. Les premières laissent passer 

4'^au en s'élevant {fig. 96), les autres en s'abaissant; ces der- 

Bf^res constituent ce que Ton appelle des déversoirs :ïïO\x%\çiS 

dt^dierops plus loin. Occupons-nous donc, pour le moment, 

^H^ vannes de fond, c'est-à-dire étudions Técoulement par un 

gffi^d orifice noyé, lequel ne diffère que par les dimensions 

.4e ce w. qui nous ont occupés jusqu'ici. 

Remarquons d'abord que la théorie précédente n'est plus 
applicable. £n effet, dans la section contractée, on a bien 
encore des molécules animées de vitesses parallèles, mais ces 
vitesses ne peuvent plus être considérées comme égales, et 
les paraboles suivies par les différents filets liquides doivent 
se gêner mutuellement {fig. 97). 

Fig- 97- 




Il n'est donc pas permis de décomposer l'orifice en une série 
O'orifices élémentaires de très petite hauteur, à chacun 
desquels on appliquerait les résultats qui précèdent, et une 
théorie même approchée devient impossible. -On emploie 
Iiabituellement la formule des petits orifices 

Q=r7nAv^2^A, 

h étant la charge sur le centre, laquelle doit être égale au 
moins à trois fois la hauteur de l'orifice, et le coefficient m 
n'étant plus constant. Il peut varier de 0,600 à o,6o5 pour les 
cas ordinaires de la pratique, dans lesquels la hauteur de 
Torifice est à peu près de 0°*, 20, diminuant quand les charges 
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augmentent au delà d'une certaine limite, augmentant quanij 
les dimensions de Torifice diminuent. 

Ce que nous venons de dire s'applique à un grand orifice 
percé en mince paroi à une assez grande distance du fond, de 
manière que la contraction soit complète. Mais, dans les 
vannes qui servent à donner Teau à la plupart des moteurs, 
il n'en est pas ainsi. L'orifice est ordinairement formé parle 
seuil de la vanne, les deux côtés du canal, et enfin une paroi 
mobile qui est quelquefois verticale, mais le plus souvent in- 
clinée {fig. 98), afin de pouvoir affleurer la roue de plus près. 



!i 



>-• 



Fig. 98. 




H importe d'ailleurs de donner la forme évasée à toutes les 
parties de la paroi qui en sont susceptibles, afin d'avoir la 
plus petite hauteur possible pour une dépense donnée. Dans 
ces condilions, la contraction étant supprimée sur trois côtés, 
et d'autant plus réduite pour le quatrième que l'inclinaison 
sera plus grande, on peut prendre 

Pour une vanne verticale m =0,70 

.Pour une vanne inclinée à i de base pour 2 

de hauteur m — 0,74 

Pour une vanne inclinée à i de base sur i 

de hauteur m 1^0,80 

Coursiers, - Souvent les vannes et autres orifices, évasés 
ou non, déversent dans un canal découvert ou coursier, dont 
le fond et les parois latérales affleurent le côté inférieur et les 
deux côtés latéraux de l'orifice. Les coursiers peuvent avoir 
^m à 3m ([q long, et, s'ils ont une inclinaison convenable que 
nous apprendrons à calculer, la veine conserve, à partir de la 
section ab, un mouvement recliligne et uniforme. 



CHAPITRE II. — HYDRODYNAMIQUE. 333 

admettons d'ailleurs que la vitesse dans le bassin d'amont 
it négligeable. 

Considérons un filet A B 6' a' {fi g, 99) ; en vertu de notre pre- 
ière règle, en désignant par pa la pression atmosphérique 



. a et en NN, et faisant aa!^z h', on a, pour la pression par 
lîté de surface en a'b'^ /?«-!- H/?, tandis que la pression- 
1 AB est/?a-Hn/io. 

Le théorème de Bernoulli donne donc, pour la vitesse 
I a'b'y en négligeant celle qui a lieu en AB dans Tintérieur 
i vase. 



-^g 



- h ~\- ho — h'=:Z ou {^—:^^2gZ, 



étant la charge sur le sommet a de l'orifice (et non sur le 

On voit que ces coursiers diminuent la vitesse et, par suite, 

dépense, en augmentant la pression intérieure, de sorte 

ue la pression sur le centre de gravité se trouve remplacée 

ar la charge sur le sommet qui est plus faible; cependant, 

ans ce cas, on peut encore employer la formule ordinaire 

n désignant par A la charge sur le centre et m un coefficient 
xpérimental. L'expérience prouve que, si la charge dépasse 
.*ois fois la hauteur de l'orifice, la dépense n'est pas sensible- 
)ent altérée; mais, au-dessous de cette limite, les coursiers 
iminuent cette dépense de plus en plus pour des charges de 
lus en plus faibles; on peut descendre à 0,42. 
Nous avons étudié, d'une manière complète, le premier phé- 
omène qu'on rencontre dans le mouvement des liquides sor- 
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tant d'un réservoir : c'est celui de la contraction qui se produit 
lorsque Técoulement se fait par des orifices en mince paroi. 

Dans ce cas, le théorème de D. Bernoulli est applicable : 
l'effet des frottements et autres résistances passives peut être 
négligé, parce que le liquide est simplement dirigé dans soo 
mouvement sans agitation, sans tourbillonnements qui fassent 
perdre de la force vive. 

Il suit de là que, depuis la surface libre jusqu'à la sectioo 
contractée, il n'y a pas de perte de charge, La ligne des niveaux 
piézométriques qui, si nous ne tenons pas compte de la pres- 
sion atmosphérique, a éprouvé une chute brusque de ^ en c 
( fig, loo) au moment de la sortie du vase, tombe jusqu'ent/,à 



Fig. lOG 
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l'endroit de la contraction; mais la différence des niveaux, au 
pointe comme au pointu?, se retrouve tout enlièfiô en vit«sse^ 
et la ligne de charge, définie comme nous l'avons faite, reste 
sensiblement horizontale. 

Des phénomènes d'un tout autre ordre vont se passer quand 
l'orifice est prolongé par un tuyau ou ajutage cylindrique, 
dont la longueur est égale à une fois et demie le diamètre au 
moins, et qui est mouillé par le liquide; il se produit alors le 
phénomène des ajutages. 



§ IV. — ÉCOUIBMEIIT PAR UN PETIT AJUTAGE BXtÉRllBtJlt. 

L'écoulement a lieu en mince paroi quaild l'épaisseur de la 
paroi est assez faible, tout autour de l'ouverture, pour que la 
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^eine fluiâe &'en détache complètement et ne fasse que tou- 
cher les arêtes intérieures de Torifice {fig- loi). 11 faut géné- 

Fig. 101. 




Paiement, pour cela, que l'épaisseur n'excède pas la plus petite 
dimension de Torifice. 

Dans le cas où l'on adapte au trou pratiqué dans la paroi un 
ajutage cylindrique dont la longueur est égale à une fois et 
clemie le diamètre de Torifice, au bout d'un certain temps 
l'écoulement se fait à gueule-bée. Il n'y a plus de contraction 
sensible; la section de la veine est égale à la section de l'ori- 
tice, les vitesses sont parallèles dès le point de sortie, et s'il 
^tait permis de négliger les actions moléculaires qui se passent 
dans l'intérieur de l'ajutage, on aurait 



q^ks/2gh. 

L'expérience prouve que l'on a 

Or, la section de sortie étant égale à A, le coefficient 0,82 
ne peut afiFecter que la vitesse; et, bien que la dépense soit 
plus grande que si l'ajutage n'existait pas, il y a perte de 
. charge» parce qu'il y a une réduction de vitesse qui ne cor- 
respond pas à un relèvement piézométrique. Cette perte de 
charge indique une perte de force vive due au travail résis- 
tant des actions moléculaires du liquide. 

Quand l'ajutage a une longueur plus petite que une fois 
et demie le diamètre, le phénomène est variable selon les cir- 
constances : selon, par exemple, que l'orifice est graissé ou 
mouillé. Pour des dimensions plus grandes de l'ajutage, il jfe 
produit des frottements qui ne sont pas négligeables. C'est un 
troisième phénomène que nous étudierons dans le prochain 
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tant d'un réservoir : c'est celui de la con 
lorsque l'écoulement se fait par des ( 

Dans ce cas, le théorème de 1). \^i 
l'effet des frottements et autres rosi- 
négligé, parce que le liquide est sit •. 
mouvement sans agitation, sans lonr, 
perdre de la force vive. 

Il suit de là que, depuis la snrt;:r 
contractée, il n'y a pas do perle de m 
piézométriques qui, si nous ne It» u- 
sion atmosphérique, a éprouvé - 
( /ig. loo) au moment de la sort »*• 



■ »?iiK.."..a. 
N' do oljitrM 

V 

- 1! lises eu JM. 

- :r;iiU di^ect^ 

t parabolique. 

mène. Lorsqi 

i'iîjtiîijfro, le phénom^ 

\in.' st* forme d'abord bi» 
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:;us il arrivr.- que le courant 

k;l'. ii.uri' dans ce luvau; l'air res- 

^ .'liiJre pression sur la veine 

Lf_'iio-ci s'accroît donc. Plus loin, h 

: _ avi i^ubsistc à re\térieur, ralentit 

-liniction; celle diminution de fi- 

î'.juà ce qu'elle rejoigne le tuyau 

:: . ■■ V . 103 ). C'est ce brusque change- 



Tendroit de la ^or 
pointe comme ;m ■; 

et la UiJ;nc de eh-/- 
sciisiblcmciil Uiit '«:. 
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rorilic.c ('Si pr. ;.....: 
dont la loiiirii.i.. m 
moins, (M q!;; . 
phénomr'/M i, 
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\ .|iii produit une certaine agita- 

.. .i iiioins irréguliers où se dépense 

\ '. V iiiuiir du point où cela a lieu, le 

. . \ii Iflii commence le mouvement 

. . .1. illôles. L'air finit par être tota- 

. 1 . Mifdacé par du liquide presque 

^ .:r ainsi dire pas au mouvement. 

.. > .iiiourée d'une portion de liquide 

.;ii' tournoyant lentement en dehors 

juilo^ue à celui qui a lieu dans les 

. lU's ponts. 
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j'ivalle qui sépare la 

: jijiilage, la vitesse du 

notable. Il se passe là 

lo«,^ue au choc des corps 

moléculaires développent 

.1 torce vive, ce qui produit 

<lr la charge génératrice de 

■ calcul la perte de force vive 

i' , MOUS allons supposer, plus 

' lluide composée de lilets paral- 

/■cliappe d'un orifice parfaitement 

I possédant à cette section une vi- 

Fi^. i()3. 




riii l)rus(|uement obligée de s'élargir de manière à 
.i:«' nouvelle section AB, et à prendre, par suite, 
cl 11» vitesse r plus petite que c' dans le rapport 
es sections. Cherchons quels sont les phénomènes 
i[)agnoronl ce brusque élargissement, 
'///z élargissement brusque d'une veine fluide, — 
)ns donc un liquide sortant d'un réservoir par un 
aso et soumis à un gonflement subit. Soient p la 
atmosphérique, supposée la môme au niveau de 
u'au niveau supérieur du liquide;/?' la pression de 
s la section A.'B'. 

►rèmc de D. BernouUi est applicable depuis le niveau 
jusqu'à la section A'B'; donc on a 
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eant la vitesse assez faible au niveau supérieur du 
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Chapitre. Pour le moment, nous ;ill< 
des ajutages, dans le cas où les dim 
phénomène se produise ncMteiiuMil 
perturbation étrangère. 

Du phénomène des ajutages. Il 
mais bien une réduction de vili'>>. 
due au travail résislant des acl'mii> i 
C'est ce qu'on vérifie par r<'\}K'»ri*.. 
ment la vitesse au moyeu de Vi\\\\\ . 
li est facile dcî se rendre coinpliî i. 
le liquide commence à s'éconU r 
de la contraction se [)ro(Juil, «'! !.. 
détachée de la paroi du tuyini; ! 
entraîne en partie l'air qui r«'ri! 
tant est dilaté et exerce uno iîv 
contractée : la vitesse de cellc-^ * 
pression de l'atmosphère, rjui • 
la veine à la suite de la contre' 
tesse fait gonfler la veine Jusip' 
et qu'elle en suive la paroi ( //" 
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I rfiiuri. — L'expérience que Têrii 
.»• \\\v \ cnluri. 11 piil un vase {fig. loi 
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.»;uo do o"\o|oG de diamètre et di*'>" 
! |SmU situé à o™, io8 de son origin 
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ipta un tube de verre recourbé dont l'autre extrémité plon- 
lil dans un vase contenant de Teau colorée. La charge h du 
3sin supérieur sur Taxe de l'ajutage étant de o™,88, l'eau 
lirée s'est élevée dans le tube de verre à une hauteur de 
»55, c'est-à-dire, à très peu près, aux trois quarts de A, 
mme l'indique la théorie. 

C'est donc un fait parfaitement acquis à la théorie que, 
jles les fois qu'une veine liquide débouche dans un espaçai 
rméy il y a aux environs de la section contractée une pres- 
in plus faible que la pression atmosphérique. La double 
monstration analytique et expérimentale que nous venons 

donner ne peut laisser aucun doute sur ce théorème im- 
Ttant, qui s'applique également aux gaz et aux vapeurs. 
Il résulte de là que si, à l'endroit qui correspond à la place 
L tube de Venturi, nous perçons de petits trous, il y aura 
ir ces trous appel d'air au dehors et au dedans : c'est le prin- 
pe de la machine soufflante connue sous le nom de trompe. 
De plus, si, vers la partie inférieure du tube, nous perçons 
1 trou suffisamment petit au-dessous du niveau du liquide 
►ulevé, nous aurons par ce trou un écoulement continu, de 
»rte que l'appareil de démonstration représenté parla figure 
sut servir théoriquement de machine à élever l'eau. 
Un jet d'air ou de vapeur présente des phénomènes du 
éme genre, seulement beaucoup plus compliqués, surtout 
iiand il s'agit de la vapeur, à cause de la compressibilité des 
uides élastiques^ des condensations de vapeur qui peuvent 
^ produire, et enfin des transformations de chaleur en travail 
lécanique dont nous exposerons plus tard la théorie. 

L'injecteur Giffard est une des applications les plus extra- 
rdinaires de ces phénomènes. 

Calcul de la perte de charge. — Si l'on élève au carré 

équation 

(^ = 0,82 sjig/i 

t qu'on la résolve par rapport à ^, on trouve 
fionCy pour produire une vitesse v à l'extrémité d'un aju- 
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l«l^è4Ui — Le» ajutages cylindrif^ues peui 

I^Wk «4m«{;(^ coniqncs. S'ils soni dhet^ 

Jk^WM*, Mnl mouilk-s par le liquida, h 
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ijulages cylindriques exagéré. La perle de charge 
rande, parce que la différence des vitesses à Ten- 
ulage et à la sortie est plus grande. 
liages sont convergents, le phénomène est double 
11 y a à la fois réduction de vitesse due au gonfle- 
eine et contraction extérieure due à la convergence 

Fig. io6. 




t, par suite, la dépense est affectée d'un coefficioni 
nte à la fois ces deux actions, et qui est égal an 
ceux qui résulteraient de chacune de ces actions 
rément. En supposant que Tangle du cône varie 
)°, nous arriverons à des ajutages cylindriques à 
mince paroi, en passant par un orifice très voisin 
lent complet. Les expériences ont élé faites sur 
s ayant pour diamèlre commun, à leur petite base, 
ec une longueur égale à deux fois et demie ce dia- 
)us des charges de o°»,2o à 3™. On mesurait direc- 
lépense, ce qui donnait le produit mfx des deux 
de réduction; les coordonnées do la parabole 
le filet liquide permettaient de trouver jul, coeffi- 
luction de la vitesse, et enfin, par une division, on 
efficient m dû à la contraction. On a trouvé les 
ivants : 
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liemar'fK,^s sur ce Tableau. — On voit que, tant que l'angii 
du cône ne dépasse pas ia° à iS", la convergence à la sorlii 
esl insignifiante, et le coefficient m très voisin de l'unité. 

Au contraire, le coefficient p, qui représente la perle 
Torce vive, diminue à mesure que l'angle augmente, para 
que l'épanouissement de la veine après ta contractioa inl 
rieure est plus faible. 

Des effets combinés de ces deux causes qui agissent i 
sens inverse, il résulte que le maximum de dépense corres- 
pond à l'angle de la'ii'. 

Buses. — Quand la longue i la buse conique augmenle, 

il se produit des frottement croissent avec la longueur; 

mais on observe aussi un anii. phénomène remarquable: 
v', au lieu d'être plus grand ( je i-, esl notablement plui 
petit, à cause de la convergen a du cône; l'expérience de 
Venturi donnerait un refoul nt au lieu d'une aspiraliom 
d'un autre côté, cette même >_ 'ergence fait que l'épanouis- 
sement de la veine est m sidérable au sortir de la seN 
tion contractée; donc ! deux raisons, la perte 

charge -^ est a 

Quant à la contraction à la sortie, le Tableau montre qu'elle 
est négligeable, lorsque la convergence du cône ne dépasse] 
pas la" 'a iS" : on peut, dans ces conditions, et malgré l'io-l 
Huence du frottement, arriver à des coefficients de 0,98 ^ 
0,99. 

§ V. — ËCODLBIIENT PÀB DËTEBSOIRS. 

On appelle déversoir une échancrure rectangulaire prali- 
quée dans la paroi d'un vase, échancrure par laquelle s'écoule 
l'eau, que nous supposerons maintenue dans le vase ï u" 
niveau constant. On appelle seuil du déversoir l'arête inté- 
rieure par-dessus laquelle l'eau se déverse en nappe. 

Souvent les déversoirs sont en maçonnerie, souvent aussi 
ils sont constitués par une vanne de superficie qu'on soulève 
quand on veut empêcher l'eau de sortir et qu'on abaisse 
quand on veut la faire écouler. L'arête supérieure de cette 
vanne constitue alors le seuil du déversoir. 
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u'écoulement par un orifice de ce genre ne diffère pas de 
roulement par un grand orifice rectangulaire pour lequel 

charge sur l'arête supérieure serait nulle. La théorie des 
ands ori(ices n'ayant pu être faite, celle des déversoirs n'est 
1ère plus possible, au moins d*une manière satisfaisante, 
n est donc obligé de tout demander à l'expérience. 

On admety pour la dépense, la formule de Dubuat, 



lans laquelle h est la charge sur le seuil, / la largeur du dé- 
versoir, par suite /A la section d'écoulement. Le facteur ^'xgh 
représente à peu près la vitesse moyenne; enfin K est un 
coefficient que l'expérience doit déterminer. 

Ce qui distingue ces formules de celles que donne la théorie, 
c'est que K n'est pas constant, même approximativement : il 
nrîe avec la charge, la largeur absolue du déversoir et le 
rapport de cette largeur à celle du canal. 

Enfin il varie considérablement, suivant que la contraction 
est plus ou moins supprimée. 

Il faut bien se garder de mesurer h en plongeant un mètre 
dans l'eau au-dessus du seuil, et mesurant la hauteur du 
liquide : il y a toujours en ce point une dénivellation {fig. 107 ) 



Fig. 107. 




qui peut atteindre, selon les cas, i5 à 20 pour 100 de la charge 
réelle. Il est alors indispensable de comparer par un nivelle- 
ment le seuil du déversoir avec un point du niveau liquide 



(*) Si Teaa était animée dans le réservoir d*une vitesse notable c^, il &udrait 

Q = KM \ jgh -.- v^ 
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assez éloigné pour que l'appel produit par le déversoir y soil 
insensible. 

On doit éviter avec soin, dans la construction d'un déversoir, 
la contraction latérale {fig- io8) et la contraction inférieure; 

Fig. io8. 




m 






"m 



■ I 



I 



on peut ainsi dépenser plus d'eau avec une charge donnée. 
La contraction latérale est naturellement évitée, quand le 
déversoir occupe toute la largeur du canal. 

Dans ces conditions, si la charge dépasse o"^,o3, limite au- 
dessous de laquelle la permanence est difficile à atteindre 
et la valeur de h incertaine; si, de plus, la largeur / est assez 
grande, relativement à la charge, on peut admettre, avec 
M. Castel, 

Kzr. 0,443 ou Q =r^ I , 96 /A V^. 

Telle est la formule qu'on pourra employer pour un avant- 
projet. S'il s'agit d'estimer la dépense d'un déversoir établi, 
il faut chercher, dans les Recueils d'expériences, les nombres 
(|ui se rapprochent le plus des conditions de la question. 

Des expériences faites d'abord par MM. Poncelet etLesbros 
en 1827, et continuées depuis par ce dernier, sur un orifice en 
forme de déversoir dont la largeur était de o*",2o, tantôt avec 
contraction latérale, tantôt sans cette contraction, ont donné 
des résultats dont nous extrayons ce qui suit : 
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Les derniers coefficients sonl ceux qu'il paraît convenable 
d'adopter lorsque le déversoir a une grande étendue relative- 
ment à la chargez, qui doit d'ailleurs excéder o™,o3, à cause 
surtout de la difficulté de mesurer exactement une charge 
moindre. 

M. Clarinval, capitaine d'artillerie, a donné la formule sui- 
vante, qui contient un élément de plus que celle de Dubuat, 
répaisseur e de la veine, prise directement sur le seuil : 



Q — l/ie' ' ^ 



V^e 



Ces formules sont très importantes, parce que les déver- 
soirs existent réglementairement dans toutes les usines 
hydrauliques; ils fournissent un moyen de jaugeage fré- 
quemment employé pour calculer le volume fourni par un 
cours d'eau (*). 

Déversoirs larges. — Lorsque le déversoir est accompagné 
d'un coursier plus ou moins incliné et d'une petite lon- 
gueur {fig* 109), il y a réduction de la dépense lorsque la 
charge est au-dessous de 25^°^ à So*'"». Pour des charges de 



(* ) Consulter à ce sujet le Mémoire sur le jaugeage des cours d'eau et le 
Traité de la me jure des eaux courantes y par M. Boileau. 



plus en plus fortes, la réduction devient de moins en moins 
sensible; mais, pour les charges de quelques centimètres, la 



réduction est considérable. {Voir les Recueils du général 
Morin.) 

Déversoirs incomplets OU demi-déversoirs. — Un déversoir 
est dit incomplet quand le niveau de l'eau dans le bief d'aval 
se tient au-dessus du seuil {fig. no). On mène alors un plan 




horizontal qui prolonge le nneau mférieur et di\ise la hau- 
teur h en deux parties A et A" On considère 1 écoulemenl 
comme se faisant •* la foi^ pat un déversoir dont la charge sur 
le seuil est h' et par un orifice noyé de hauleur h', avec une 
charge supérieure égaie à A' : la dépense du déversoir in- 
complet sera la somme de ces deux dépenses partielles; on 
la représente par la formule 

Q^2,66/(A-i/i')v'Â'. 
Problèmes sur les barrages. — Ces déversoirs incomplets 
donnent lieu à des problèmes de la plus haute importance, 
mais que souvent on ne peut pas résoudre d'une manière 
satisfaisante, même pour les besoins de la pratique; et c'est 
là ce qui montre combien il reste encore à faire pour l'Hy- 
draulique, malgré tant de progrès récents que celle sciencr 
a faits entre les mains d'expérimentateurs habiles. 
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On peut demander, par exemple, connaissant la profon- 
deur H et le débit Q d'un cours d'eau régulier, à quelle 
hauteur Z il faudra rétablir un barrage pour créer une chute 
de hauteur A', 11 est clair que rétablissement du barrage ne 
changera pas le niveau de Teau dans le bief d'aval, puisque 
le lit et le débit n'auront pas changé dans celte partie, au 
moins une fois le régime redevenu permanent. 

Ceci une fois admis, la formule des déversoirs incomplets 
permet de résoudre immédiatement le problème. 11 suffit de 
remplacer, dans la formule, h par A' -f- H — ^, h" par H — 5, 
et l'on en tirera la valeur de z en fonction des données H, Q 
et de la chute A' qu'on veut produire. 

La même équation, dans laquelle on considérera z comme 
une donnée et A' comme Tinconnue, donnera la hauteur à 
laquelle un barrage donné fera relever les eaux immédiate- 
ment en amont. 

On peut demander aussi de chercher jusqu'à quelle distance 
le remous, ou gonflement produit par le barrage, sera sensible 
dans le bief d'amont {fig. 1 1 1 ). 

Fig. III. 




Cette question a une grande importance pratique au point 
de vue de la dépréciation des propriétés riveraines d'un 
cours d'eau qu'on veut barrer dans un intérêt public ou parti- 
culier. Elle est extrêmement difficile dans l'état actuel de 
l'Hydraulique, et n'entre pas dans notre programme. 

Généralement la surface modifiée se raccorde asymptoti- 
quement avec le plan primitif; mais il peut arriver dans 
certains cas que le raccordement soit impossible : il se passe 
alors des phénomènes dont nous dirons quelques mots plus 
tard. 
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CHAPITRE IIL 

DU FROTTEMENT ET DE LA VISCOSITÉ DES LIQUIDES 



On n'a pas lardé à reconnaître que, si Ton pouvait négliger 
le frottement dans le cas d*un liquide en équilibre ou d'une 
veine qui ne se trouve que sur une petite longueur en contact 
avec des parois solides, il n'en était pas de même dès que 
l'on considère un cours d'eau d'une grande étendue comme 
une rivière, ou même un liquide s'écoulant d'un réservoir 
par l'intermédiaire d'un tuyau d'une certaine longueur. 

Mouvement uniforme, — Nous restreignons notre étude au 
cas d'un mouvement permanent, et si d'abord nous supposons 
en outre que les dimensions du lit ou la section de la conduite 
soient constantes, il est clair que le mouvement ne saurait 
être permanent sans être en même temps uniforme. En 
effet, la permanence donne 



v^-— r'co' z= r" oj'' == ... ; 



si w riz co'= iis\ on a 



s; -- (>' —I. v" -=r. 



Or l'observation journalière démontre que ce mouvement 
uniforme s'établit en effet, malgré l'inclinaison du lit ou de 
la conduite, preuve de l'existence &'un frottement, c'est-à-dire 
d'une résistance tangentielle opposée au mouvement. 

De plus, le mouvement devient toujours nécessairement 
uniforme, quelle que soit la pente, c'est-à-dire quelle que 
soit la composante motrice de la pesanteur. Donc, la vitesse 
de ce mouvement uniforme étant d'ailleurs d'autant plus 
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- que Ja pente est plus forte, il faut que le frotlemenl 
Sse avec la vitesse, de manière à faire constammeni 
>re à la force motrice croissante. 
n on reconnaît encore aisément qu'une conduite par- 
*iin réservoir fixe pour aboutir à un niveau donné débite 
Ht moins d'eau qu'elle est plus longue, ce qui montre 
ence sur le frottement de retendue de la surface suivant 
ile le liquide est en contact avec des parois solides, 
principes, qui semblent très simples, n'ont pas été 
dès le début, et Dubuat se glorifie à juste titre d'avoir 
ivert que, quand l'eau coule uniformément dans un lit 
onquey la force accélératrice qui Voblige à couler est 
à la somme des résistances qu'elle essuie, soit par sa 
*e viscositéy soit par le frottement du lit. Les remarques 
dentés sont des conséquences immédiates de ce théo- 
évident. 

ir aller plus loin et déterminer exactement la vitesse et 
)nséquent la dépense d'un courant dont la pente et le lit 
ionnés (question sans la solution de laquelle il est im- 
)le de prévoir le résultat d'aucune opération sur le lit 
euves) des expériences précises et nombreuses étaient 
lensables : elles furent exécutées avec un rare esprit do 
'nement par Dubuat (1780-1788 ). Les expériences anté- 
îs de Bossut et Couplet sur les tuyaux de conduite et les 
IX factices ne formaient pas un ensemble suffisant pour 
ituer une théorie. 

Prony s'est servi des expériences de Dubuat pour éta- 
les formules qui ont été longtemps en usage. Enfin 
xpériences plus précises ont été faites récemment par 
% qui a pu mettre en évidence de nouvelles influences, 
river à donner plus d'exactitude aux formules destinées 
luire les résultats pour les besoins de la pratique de Tin- 
ur. 

iformément à l'usage habituel, nous diviserons l'étude 
ique et expérimentale du frottement des liquides en deux 
5S consacrées, la première à Tétude du mouvement per- 
nt des liquides dans des tuyaux fermés, la seconde à 
des phénomènes qui se passent quand le mouvement a 
lans un lit ou canal découvert. 
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Ifele 

mu 
§ VI. — Théorie des conduites cyundriques a débit constast. t^ 

Étude physique, — Commençons par faire une étude 
physique du phénomène, afin de chercher à quoi peut tenir 
l'existence du frottement dans le mouvement des liquides. 
Nous voyons tout de suite qu'il y a lieu d'établir une distinc- 
tion radicale entre le frottement des liquides et celui des 
solides. 

La cause qui produit tout ce qu'on remarque dans le frotte- 
ment entre les solides, pression et déformation mutuelles des 
corps en contact, paraît perdre beaucoup de son importance 
quand il s'agit des liquides, à cause de leur incompressibilité 
presque complète. Il faut donc une autre explication pour le 
phénomène actuel. Or il est naturel de la chercher daus ce 
fait que les tuyaux qui contiennent le liquide en mouvement 
ne sont pas parfaitement polis. Ils ont leur intérieur hérissé 
de petites aspérités qui retardent presque jusqu'à l'immobi- 
lité la couche liquide qui se trouve directement en contact. 
Celle-ci, en vertu de la viscosité, retarde à son tour la couche 
qu'elle enveloppe, et ainsi de suite jusqu'au centre, où le 
retard est minimum. Telle est la cause probable de la réac- 
tion longitudinale qu'exercent les parois encaissantes sur un 
liquide en mouvement. 

Occupons-nous donc de chercher suivant quelle loi varie 
cette résistance longitudinale des tuyaux de conduite, résis- 
tance qui provient à la fois de l'effet de la réaction directe des 
tuyaux et de la viscosité du liquide. 

j° Influence de la pression, — L'incompressibilité des 
liquides fait pressentir que leur frottement est indépendant 
de la pression. C'est là une des lois qu'on a le plus difficile- 
ment admises dans le principe, tant ce résultat était contraire 
aux idées préconçues provenant d'une assimilation peu justi- 
fiable avec le frottement des solides. Voici l'expérience par 
laquelle Dubuat a dûment établi ce fait capital dans la théorie 
actuelle. Il a pris deux vases assez grands, dans chacun des- 
quels le niveau était maintenu à une hauteur fixe pour chaque 
expérience. Les réservoirs étaient réunis par un tuyau de con- 
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e, et Ton mesurait par le trop-plein du vase inférieur la 
ntité d'eau débitée par la conduite venant du vase supé- 
Lr {fig* lia). Il augmentait ensuite de o*",25 la charge de 

Fig. wx. 




dernier, en laissant la différence de niveau constante, et ne 
uva aucun changement dans la dépense. Darcy a confirmé 
résultat en faisant varier les pressions absolues entre des 
lites beaucoup plus écartées que celles auxquelles s'était 
rêté Dubuat. 

a® Influence de la nature des parois, — l^our un liquide (|ui 
ouille la paroi, le frottement s'exerce sur une couche mince 
Ihérente à la paroi : il est donc à peu près indépendant de» 
nature de celle-ci, pourvu qu'elle ne présente pas de rugo- 
tés sensibles. Mais les expériences nouvelles de Darcy et de 
. Bazin ont fait reconnaître l'inexactitude de cette loi de 
ubuat. 

3® Influence de L'étendue de la surface de contact. - - Los 
olécuies liquides étant à peu prés indéperidarit(;N \i\h uuvh 
îs autres, la résistance s'exerce sur chaque élément; elle (îhI 
me proportionnelle à l'étendue des surfaces en contact, on 
X/, en appelant X le périmètre de la section mouillée, et /la 
ngueur du tuyau. 

li^ Influence de la vitesse. — La résistance augmente avec 
vitesse; il s'agit de trouver suivant quelUî loi a lieu c(;tle 
iriation. Il est très difficile de prévoir c(îtle loi dir<;('t(îmenl, 
iron ne sait pas comment la vitesse vari(; pour les différenth 
lets liquides; tout ce qu'on peut niesurf^r, c'est la vitessr 
oyenncy c'est-à-dire le quotient de la dépense par la section. 
Pil n'est pas étonnant que nous ne puissions trouver un(î 
i simple en fonction d'une variable qui n'est point celle qui 

III. iJ 
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influe directement sur le phénomène. Quoi qu'il en soit, appe- 
lons U cette vitesse moyenne. Il est naturel de supposer que les 
résistances croissent à peu près comme les carrés des vitesses. 
En effet, la vitesse agit doublement : elle influe d'abord sur le 
nombre des molécules liquides mises en contact avec la paroi, 
et ensuite sur la résistance qu'opposent les aspérités de la paroi 
aux diverses molécules liquides qui glissent à sa surface. Ce- 
pendant l'expérience prouve que la résistance d'un même lit 
croît en moindre raison que le carré de la vitesse : ces deux 
variables ne sont donc pas liées par une loi simple, et Ton est 
obligé d'employer une formule empirique (*). 

Nous nous abstiendrons de mentionner la formule proposée 
par Dubuat, laquelle n'a jamais été employée. De Prony a 
calculé une formule parabolique à deux termes, qui a été 
longtemps la seule en usage. D'après lui, la résistance longi- 
tudinale d'une longueur /de tuyau est donnée parla fonction 

Fz=x/(aU^(3U^), 



( * ) Sur les formules empiriques, — Laissant constants tous les autres élé- 
ments, on fera varier la dépense du tuyau, c'est-à-dire la vitesse U, et l'on 
observera les pertes de charge correspondantes. On construira une courbe ayant 
ces pertes pour ordonnées, et les vitesses U pour abscisses. 

Si la théorie et les expériences sont bien faites, c'est-à-dire si Ton a bien 
éliminé toutes les causes qui peuvent troubler le phénomène, cette courbe devra 
avoir une forme assez régulière. Si quelques résultats d'expériences paraissent 
en dehors de la marche générale de la courbe, il y a beaucoup de chances pour 
qu'ils soient inexacts, et Ton devra recommencer les expériences correspondantes. 
Un seul résultat anormal qui serait bien confirmé serait la condamnation de U 
théorie. 

La courbe étant construite, en corrigeant légèrement les expériences d'après 
la notion de la continuité, on cherchera parmi les courbes que l'on connaît celle 
dont la forme se rapproche le plus de celle qui y est tracée, et l'on en déte^ 
minera l'équation, en se guidant d'après les considérations suivantes : 

i" Si la courbe se rapproche beaucoup de la ligne droite, de sorte que les 
deux ordonnées ne différent que de quantités qui soient de l'ordre possible des 
erreurs d'expériences, la fonction croîtra proportionnellement à la variable, et 
l'équation exprimant la relation cherchée sera 

jr =. ax -^ b, 

2" Si la fonction croît dans une proportion plus rapide, on cherchera s'il y a 
proportionnalité an carré, au cube, ou à une puissance fractionnaire de la 
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ians laquelle a et (3 sont indépendants de la nature et des 

dimensions du tuyau. 

La perte de charge correspondante, pour une surface 

pressée égale à Q, est 

F 

soit, par mètre de longueur de tuyau, 

Y 

en désignant par J le quotient -y? suivant Tusage habituel, et 



variable. Dans les cas plus compliqués, on aura recours à une fonction para- 
bolique 

y z= a-'r bx -\- cx^ -\- dx^ -H . . . , 

en prenant d'autant plus do termes qu'on voudra une approximation plus consi- 
dérable. 

Si la fonction croît moins vite que la variable, on prendra des radicaux. 

3** Quand la fonction croît plus rapidement que toutes les puissances de la 
variable, on prend des exponentielles de la forme 



ae 



«'-Hôe^-f-.... 



4" Quand la fonction décroît, on prend les inverses des expressions précé- 
dentes 



X X^ fl* 



5" Enfin les fonctions trigonomé triques conviennent au cas où la fonction est 
périodique. 

On a ainsi l'équation qui exprime la loi cherchée; elle renferme plusieurs 
coefficients ou paramètres qu'il faut déterminer par l'expérience : or on re- 
marque que chaque observation donne une relation entre ces coefficients; le 
nombre d'observations doit donc être au moins égal au nombre d'inconnues 
à déterminer, et, en général, il est utile de les multiplier bien au delà, sauf à 
choisir dans le nombre les plus exactes et celles qui sont le plus distantes 
l'une deTautrc; on peut aussi employer la méthode des moindres carrés, qui 
tient compte de toutes les observations, mais qui est bien rarement recomman- 
dable dans les questions de pratique industrielle ; ou bien encore une construc- 
tion graphique quand on peut en trouver une suffisamment simple, comme 
nous allons le voir. Enfin une remarque d'importance capitale, c'est de n'em- 
ployer jamais une formule empirique que dans les limites où, elle a été établie 
par l* expérience. 
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faisant 

g=a, g = 6. 

Si D est le diamètre du tuyau, on a 



d'où 






4 



Telle est la formule usuelle. 

Pour déterminer les coefficients a et b, Prony a mis à profit 
cinquante et une expériences diverses qui avaient été faites 
par Bossut, Couplet et Dubuat. Après avoir mis Téquation 
précédente sous la forme 

il a construit une courbe, en prenant pour ordonnées les 

valeurs de y D yr » et pour abscisses les vitesses U. La courbe 

ainsi obtenue s'écarlait assez peu d*une ligne droite, dont il 

a mesuré Tordonnée à Torigine a et le coefficient angulaire/'. 

11 a trouvé ainsi 

a := 0,00001-3, 

b z:^o,ooo348. 

Eylelwein el d*Aubuisson ont repris la discussion des mêmes 

expériences, et ont proposé pour les coefficients, le premier. 

les valeurs 

a z= 0,0000222, 

b r= 0,000280; 
lo second, 

a = 0,0000188, 

b =13 0,000843. 

Os divergences tiennent à ce que Ton peut tracer plusieurs 
droites qui ne s'écartent pas plus sensiblement Tune que 
l'autre de l'ensemble des points déterminés expérimentale- 
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fi général, il faut que les écarts soient peu considé- 
: qu'ils soient dans tous les sens pour que la théorie 
périences soient admissibles. 

écarts sont faibles, mais suivent une loi régulière, 
ive qu'on a négligé une cause d'erreur constante : la 
le représente pas exactement le phénomène; elle peut 
3 être suffisante pour les besoins de la pratique. 
lies diverses, — Dupuit a remarqué que, si U n'est 
petit, le terme ail devient négligeable devant 6U*. 
lors changer la valeur de b et prendre 

^, HZ O, 0003855, 

irant un peu l'effet des frottements. On met ainsi la 
sous la forme 







0,0025 i^g- 



rré de Saint-Venant, en se servant toujours don 
îxpériences, a proposé de remplacer le binôme par 
terme AU'", dans lequel m est fractionnaire et égal 
i =0,00029557. 

ermination des coefficients A et m peut se ramener 
a construction d'une ligne droite. Il suffit pour cela 
Ire pour abscisses les logarithmes des vitesses logU, 
ordonnées logj; on a, en effet, entre ces variablen 
n linéaire 

logJ =: logA 4- m logU. 

iences de Darcy. — Depuis assez longtemps, divcrn 
rs avaient constaté que la formule de Prony était 
oir toujours l'exactitude désirable. Darcy, Inspecteur 
Jes Ponts et Chaussées, a repris cette question et fait 
un grand nombre d'expériences dont Jes détails se 
coqsignés dans son Ouvrage, intitulé : Hecherchen 
zntales relatives au mouvement de Veau dan/i leM 
1857). 

a opéré sur vingt-deux tuyaux différents par leur 
fer étiré, plomb, tôle el bitume^ \HfT(if fonte, tanlAi 
intôt recouverte de dépôts), et par leurs diamètres, 
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depuis o°»,oi22 jusqu'à o^'jSo; et il a fait sur eux centquatre- 
vingt-dix-huil expériences. En faisant Varier dans un même 
tuyau la vitesse et par conséquent la perte de chaîne par 
mètre, il a trouvé qu'en général celle-ci est, pour chaque 
tuyau, à peu près proportionnelle à une fonction du second I 
degré «U 4- 6U* de la vitesse moyenne; il a également re- 
connu que, comme Tavait remarqué Prony, lorsque la vitesse 
n'est pas trop petite, c'est-à-dire qu'elle est supérieure à 
o™,io, on peut négliger le terme du premier degré; mais, 
contrairement à l'opinion de Dubuat, Darcy a constaté que 
les coefficients a et h, constants pour un même tuyau, varient 
avec le diamètre et avec la nature de la conduite. La rési- 
stance de la fonte neuve serait environ une fois et demie celle 
du bitume. Une fois les dépôts formés, la nature de la surface 
recouverte perd naturellement son influence; mais la rési- 
stance est alors double de celle de la fonte neuve. 

Quand il s'agit de tuyaux dont la surface est altérée par de 
légers dépôts ou par l'oxydation, si la vitesse n'est pas infé- 
rieure à o"^, 10 par seconde, la formule adoptée par Darcy 
revient à la suivante, où nous conservons le même premier 
membre que dans celle de Prony : 

o,ooooi3\ _,- 

0,000007 -\ pr J Wy 

tandis que, pour une conduite en fonte à paroi lisse, il fau- 
drait réduire le second membre à moitié, ou, ce qui revient 
au même, en désignant le rayon par r, poser, comme le fait 
M. Darcy, 

T / ^' O, 0000064? \ TTO 

rJ — U, 0005074- — ^ jU^. 

Lorsque, dans une conduite à surface lisse en fonte, on veut 
comprendre le cas où la vitesse serait moindre que o",io 

* 

par seconde, la formule qu'indique Darcy revient à celle-c» 
(chaque nombre étant réduit à trois chiffres significatifs) '• 

en y faisant 

^ ^ 0,0000876 , ,,5 , 0,00062 

a =0, 0000816 H ; :— j 6 = 0,000443 -\ T' 

(loor)* 100/' 
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Le débit Q est donné par la formule 

(2) 0=r:.iD*U; 

de réqualion (i) on tire U; la seconde donnera ensuite Q. 

Si le tuyau débouchait dans l'atmosphère, Y serait la diffé- 
rence de niveau entre le réservoir et le centre de rorifice 
d'écoulement. 

Si l'on demande, au contraire, de calculer le diamètre d'une 
conduite capable de débiter sous une charge donnée un cer- 
tain volume d'eau, le problème devient beaucoup plus diffi- 
cile, à moins qu'on n'emploie la formule de Dupuit 



■'=\/KS 



) 



facile à calculer par logarithmes. 

On peut aussi faire usage des Tables à double entrée, parmi 
lesquelles nous signalerons celle de M. Mary, calculée d'après 
la formule de Prony, celles de Darcy, et enfin celles de 
M. Bresse, qui reposent également sur les résultats expéri- 
mentaux de Darcy. 

Calcul de la pression en un point quelconque d'une con- 
duite, — Calculons aussi la pression en un point quelconque 
d'une conduite. Soit/? la pression en un point d'élévation- 
au-dessus d'un plan horizontal quelconque, p' et z' les quan- 
tités analogues pour une section distante de la première d'une 
longueur de tuyau égale à /; on a, en appliquant le théorème 
de Bernoulli, en ayant égard à la perte de charge, 

/'_.,, p' , 4/ 






n -^ n j) («u + ^u^). 

Lorsque la valeur de p' donnée par cette équation pour un 
point quelconque du tuyau sera négative ou même notable- 
ment inférieure à la pression atmosphérique, on en conclura 
que la conduite projetée n'est pas possible. 

Etude d'une distribution d'eau, — L'eau potable est amenée 
par des canaux ou élevée par des pompes dans de grands ré- 
servoirs ou châteaux d'eau, qui sont couverts pour éviter 
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'ouu par le soleil et la fermentation des 
cju'elle contient. C'est là qu'on établit gé- 

^^^ Cation, — Du château d'eau partent de 
a;vanl o™,8o à i", lo de diamètre à Paris, 
rienant l'eau dans les divers quartiers de 



r- 






*' végler la dépense, des robinets-vannes 

^^^ihution, — Les conduites secondaires 
l^s lignes maîtresses; elles ont o"*, lo de 
l^nt, comme les précédentes, au moyen 
^ t*ermées à l'entrée par des robinets à 
c>t>i nets-vannes ou des clapets. 
uits que partent les tuyaux pour les divers 

particuliers. 
'^ pif'iz orné trique. — S'il n'y avait pas de 
^au pourrait s'élever partout au niveau du 
chaque point il faut, pour avoir la colonne 
ï^ancher de la hauteur du réservoir toutes 
5^ qui ont lieu entre le réservoir et le poin 
la perte due aux frottements, et propor- 
gueur du tuyau, il faut encore considérer 
^s aux renflements, étranglements, coudes 



î 



Si v^ est la vitesse avant le renflement. 



Fig. 114. 




H« 



ns la partie renflée {fig, ii4), la perte de 



de ces tuyaux se fait aujourd'hui par simple juxtaposition 
ne bague de plomb est chassée à coup de masse, à froid, 
'is entre le tuyau et la bague qui sert de couvre-joint. Go 
a toute la flexibilité désirable, et permet de couper le tuyau 
i réparations. 



.•• 



tlO 



MH ■ 



..♦«I 



\ , 
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charge est ^^ -y et l'on a, pour la différence des sommets 

des colonnes piézomélriques, 



2^ 2^ 2g 

le niveau pouvant d'ailleurs être plus élevé en aval du renfle- 
ment qu'en amont, à cause de la diminution de la vitesse. 

2° Étranglement, — La perte de charge, dans ce cas, est. 
due à la contraction suivie d'épanouissement (Jlg. ii5); elle 

Fig. ii5. 




Ç,/f2 



a pour valeur 0,49 — > et l'on a, pour la différence des som- 

2^ 

mets des colonnes piézométriques, 

1,49 

^2^ 2g 

11 y a donc intérêt à éviter tout changement brusque de 
section. Si l'on fait le raccordement de deux tuyaux de dia- 
mètres différents par un tube conique de 12° à i4° au sommet, 
il n'y a plus aucune perte notable. 

3° Coudes. — Les coudes donnent aussi lieu à une perte de 
charge; mais un coude bien arrondi, dont le rayon est assez 
grand, ne produit pas de perte sensible (^). 



( ' ) Los coudes ont une influence d'une autre nature et dont il importe de 
se garantir. Si le coude est vertical, les branches étant dirigées vers le haut 
(//^. 117), il se rassemble dans sa partie inférieure des amas de matières étran- 
gères, telles que du calcaire, du plâtre, qui finissent à la longue par gêner l'eau 
au passage, et l'arrêteraient complètement si Ton ne pratiquait au bas des robi- 
binets de vidange, qu'on ouvre de temps en temps quand la conduite est en 
charge de manière à faire une chasse. 

Si le coude a la position inverse {Jt^. ii8), il se dégage des bulles d'air ^s- 
soutes dans l'eau qui s'y rassemblent et qui font baisser le niveau. On emploie 
alors quelquefois la disposition suivante pour se débarrasser automatiquement 
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4® Branchements. — Dans ce cas, la différence de niveau 
piézométrique pour deux sections telles que AB et A'B' tient 
à deux causes : la variation de la vitesse, conséquence de la 

Fig. ii6. 




diminution du débit, et la perte de charge due à une con- 
traction suivie d'épanouissement. Ce phénomène est analogue 
à celui des ajutages cylindriques, mais la formule obtenue 
dans ce dernier cas n'est plus applicable, parce que le liquide 
venant de la conduite alimentaire n'arrive pas symétriquement 

de cet air avant que sa pression soit devenue assez grande pour arrêter Tcau au 
passage. 

Fig. 117. 




Un petit flotteur supporte une soupape s'appliquant exactement sur une ouver- 
ture pratiquée à la partie supérieure du coude. Lorsque le niveau de l'eau baisse 



Fig. 118. 




ID peu trop par suite de la quantité d'eau qui arrive, la soupape s'abaisse, et 
'air en excès s'échappe; Teau afflue plus rapidement, élève le flotteur, et, par 
uite, la soupape qui ferme alors l'ouverture. Le plus souvent on emploie un 
impie robinet de purge qui se manœuvre à la main. 
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de loules ,.-rts dans le luyau «l'embraDchemeot. Des eipé- 
rieDces fahes eD 1838 par Geoieys el Bélanger ont conslatéque 
la conduite principale ayant 0°*, ao de diamètre, et le second 
lu.vauajant o^.oSi, si l'oa désignait la vitesse dans ce dernier 
par V, la différence de niveau piézomélrîque entre deux points 

B el B', pris sur les deux rondiiites, serait de 3 - — ('). Ce 

résultat, bien qu'utile à coimailre, ne sulïit pas pour établir 
une formule empirique de quelque généralité. 
Sur une conduite d'une grande lon;;ueur, la perle due aui 



I,' ) Bien qae les preksioss dont il s' 
fnsseot très gronilee. on a pa ableuir i:' 
trciat, i. Vaïde d'un ïnstnuneDt d.irii M. 
déttgae son* la non de pi/n 
dnote {/^. 119) : 



iaja un local tris ret- 
iger aiait proposa ttâee tt q>1l 
■itl. En ïoicï la ileieripUM wc- 




Deui luvaui fleiiblps en plumb sadaplsnl sui condaîles A. E. el » M lak» 
r.(.>]url>è rn verre BCD perfé en C d'un trou capillaire, qu'on penl i lolont' 
<>uvrir ou fermer hermëliqnenient. Les robinets A, E lOBt d'alxod tnaéi '• 
li-j luyaui de l'appareil sodI pleins d'air. On fenne le tron C, poil M H^" 
le? rabiaelj A, E: l'air est rerouU vers le point C; an veille à ce qo'it oe potxe 



les 



Id^r dans les sînuosilé$ des |i 
ertieales du lube en 
l'ablurateur de l'ari 



i l'es 



on laisse à l'air une très petite isM 
qu'on referme anssitdt qae les de« 
Dimets des cotannes d'eau «'élèvent au-dessus des points B, D. La dilT&HM 
! niveau de ces deux sommels. A, est la même que si les deux tubes ilMiti*- 
lient a ratmo^pbère on même an vide; car on peut né^iger U àiStnaat i" 
■essioEs qae l'air enfermé ou comprimé dans le Inbe de Terre exerce wu ta 
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frottements remporte considérablement sur les autres qu'on 
peut négliger, au moins pour une première approximation. 
Aussi, dans le calcul d'une conduite complexe, on suppose 
ordinairement que le niveau piézométrique en chaque point 
de branchement est le même dans toutes les conduites qui 
s'y réunissent, et Ton calcule la charge en chaque point et 
par conséquent la vitesse d'écoulement qu'on pourra obtenir 
par un orifice ouvert en ce point, en ne tenant compte que 
des frottements. On doit toujours calculer les conduites pour 
pouvoir fournir éventuellement une quantité d'eau double de 
celle dont on a besoin d'une manière absolue. On règle la 
dépense au moyen de robinets; on se ménage ainsi un excé- 
dent précieux en cas d'incendie, et Ton peut remédier aux 
inconvénients des dépôts, qui ne tardent pas à engorger les 
tuyaux métalliques. 

Ces concrétions sont de deux natures : i° elles sont calcaires 
quand les eaux tiennent plus de 08% 26 de sels anhydres par 
litre; 2° celles qui en tiennent moins produisent des tuber- 
cules ferrugineux par suite de l'oxydation des tuyaux sous des 
influences électriques. 

Enfin il convient de diminuer le nombre de modèles des 
tuyaux d'une distribution en faisant seulement attention que 
le diamètre d'aucune partie de la conduite ne soit inférieur à 
son diamètre théorique. 



MOUVEMENT DE L'EAU DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS, 



§ VII. — DkS canaux a RÉGIME PERMANENT ET UNIFORME. 

La question du mouvement de l'eau dans les canaux pré- 
sente la plus grande analogie avec la précédente. Seulement, 
pour que l'écoulement de l'eau puisse avoir lieu dans un ca- 
nal découvert, il faut nécessairement une pente de superficie, 
condition qui distingue ce cas de celui que nous venons d'étu- 
dier. Nous supposerons d'abord le régime permanent et, de 
plus, constant, c'est-à-dire que les dimensions de la section 
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^ formule monôme dans laquelle 
fractionnaire; soit 

= AL-, 



21 

^0102. m -n 

12 

^\"^^^ ^^s coefficients se fait, comme noos 
*^t^ »^_ ^^ les logarithmes et construisant la 
t"\^^ "^^^ïinées logRl et pour abscisses logL'; 
l^\^ ^ ^e celte droite, est égale à logA : son 

^ ces équations, et celle qui donne la 

^es principales questions relati%'es aux 

*es^^^ 

^|.- ' ^^ns l'intérieur du liquide. — On a étudié 

A^^ *^s vitesses des filets liquides dans Féten- 

Pï'ofil iransversal. On a distingué la vitesse 



*^ *>o.jr ne contr^oait rien des r^soltats oLt«nos par 31. Bazin 

'" ' *'aii dan» k^ cananx découverf*. (i ruMi*'"4 par lui dan» 

y<*rauliquet i i**/j . W importe d'iiitroduir».- ici les principales 

'aviqr.frs de c.<i ;rraiii Ti'-til. M. Bazin ramène à quatre types 

ver>«r» natures de i^T'A^i. e; donne le» formules suivantes : 

^ • â • RI - / o.o3 , 

Çtar'ji'ï kr*:s t;ùies — - — o.tnxjirt [i -. ^ 1» 



RI / o.«k; 

•arois un:e^ — o.oooi'ili .. )> 

aroi> \f^u unie* — o , 0002 1 1 1 : - . 1 1 

roir 



is en t^rre — . o,ooo-{>4( i -: tt- ) 



> U vli-ersse maximum a la vitesse moyenne e-tt exprimé par 
n «i^ *. -.-ioatioD 



Bï 
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moyenne U, la vitesse V à fleur d'eau dans la partie moyenne 
du canal, et enfin la vitesse W près du milieu du fond. 

Dubuat et de Prony ont fait des expériences sur des canaux 
factices de nature très difiFérente, et ils ont trouvé les formules 



U 



_V(V+2,87) 



3,i5 



— î 



U=:- (Vh-W). 
2 

Le rapport de U à V n'est pas constant; on peut cependant, 
sans grande erreur, admettre, pour des vitesses variant depuis 

0^,50 à i™,5o, 

U=ro,8oV, 

d'où 

W=zo,75U. 

Problèmes sur les canaux. — Pour trouver les formules qui 
se rapportent à rétablissement d'un canal, nous supposerons 

Fig. 131. 



(jue la section soit un trapèze {fig. 121), conformément à ce 
([ui a lieu le plus ordinairement. 

Soit l la largeur au plafond, h la profondeur d'eau, n le rap- 
port de la base des talus latéraux à la hauteur. On a 

5^ =^ / -f- 2 A y/ 1 -4- /i*, 

donc 

h{l^ nh) 



R 



l-h h\/'i -h n^ 



) 



Q=^/i{l-hnh)\]. 



adoptant la detcûêne f^Hmolc^. on a 

S formoles permetteal d^ rés^^odre les deux problèmes 
npam des eanaax : Êta.tt dcnné an cunaL iroaver la 
liîté d'eau qm'il débite, et cotuirain^ un canal ayant un 
l donné, 

DS ce dernier iias, le pnjblême est ÎQ-léterminé, car od 
|ue dea.\ é»|aati*>Q5 poar dêtermîaer cinq incoonaes. 
^ indétermîiiatioQ eii:?ie dans toos les problèmes de la 
que, qui sont raremeaC susceptibles ffane solution 
ue et rigoareuîe. Les circonstances particulières dans 
aelles on se trotnre placé f^oar cha^^ae cas particulier 
lettront de rés*jadre la question en fournissant les 
lées qui manquent. Dans le cas qui nous «occupe : 

n est donné par la nature du terrain. II derra être au 
is égal à i: il preu'lra d'ailleurs dits valeurs plus ou 
is grandes, suif^ant la consistance du terrain dans lequel 
être creusé le canal. JL^ plus s^>uifent. /i 1= i, > ou 2, ou 
le 2,5. Si l'on constmît des berges en maçonnerie, il v 

avantage à faire n ^=^ o. c'est-à-dire à faire des talus 
icaux. 

La nature du sol détermine aussi le maximum de vitesse 
•n puisse donner à l'eau de manière à ne dé^rrader ni le 
l ni les berges- D'après ce que nous avons vu, on peut 
lettre que la vitesse près du fond et des berges est les 
5 quarts de la vitesse movenne. D'nn autre coté, voici un 
leau indiquant pour quelles vitesses de fond les affouille- 
its commencent : 



m 



Argile et terre détrempé*- Oytyj^j 

Argiles tendres o,i.>i 

Sables fin* o,'.îo<^ 

Sables ordinaires- . o,3o.> 

Graviers o , ^j<) 

Schistes tendres. i r'^'* 

Roches de dureté movenne £ ,î*r> 

Roches dores. •^r'x* 

in. i i 
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3» Si le canal doit servir à la navigation, la largeur et la 
profondeur minimum du canal sont aussi déterminées par 
les dimensions et le tirant d*eau des bateaux. 

4° On doit chercher enfin à économiser sur la quantité de 
terre à déplacer pour construire le canal, et aussi sur la pente, 
de manière à arriver aux usines à la plus grande hauteur pos- 
sible. Alors, Q étant donné, il faudra rendre I un minimum. 

On peut se donner I et Q, et construire une courbe en 
posant 

h=zy. 



— h nh := .Tf 

2 



L'équation de cette courbe est 

Ij*(2^ — nyy z=: 0,0008 Q* [a? -+-/(\A — n^ — n)], 

La branche utile est asymptotique à l'axe des x; elle 
permet de trouver par tâtonnements une forme convenable 
pour le canal. 

En effet, si Ton prend un point M (yZ^. 122) et qu'on mène 



Fig. 122, 



^\V\N' 




par ce point une droite MQ ayant l'inclinaison déterminée 
par la nature du terrain, et une parallèle MR à Taxe des s, 
on a la demi-section OQMR d'un canal satisfaisant aux con- 
ditions voulues. On en a ainsi autant qu'on veut, et l'on 
cherche celle qui convient le mieux au cas dans lequel on se 
trouve. La largeur peut augmenter indéfiniment; la hauteur 
a une limite supérieure OP, correspondant à une section 
triangulaire qui n'est pas admissible en pratique. 
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La formule se simplifie dans le cas oii le lit est à peu près 
rectangulaire, et de largeur assez grande pour qu'on puisse 
négliger les termes nk et 2Av'ï"i-/i' devant /. On a alors les 
formules 

De là on tire 

De ia prise d'eau. — Lorsqu'un canal est destiné à faire 
une prise d'eau dans une rivière (Jlg. laS), il faut avoir soin 




d'évaser l'entrée pour éviter la contraction et faire en sorte 
que le niveau soit le même dans ta rivière et dans le canal. Il 
faut souvent construire un pont à l'origine de la dérivation 
pour le siirvice du halage de la rivière, si elle est navigable. 
On en profite pour se ménager le moyen d'intercepter au 
besoin la communication de la rivière avec le canal et pour 
empêcher, par exemple, les crues de la rivière d'y pénétrer; 

Pertes d'eau par évaporation et inJiUration. — Enfin, dans 
le calcul du débit d'un canal, il faut avoir soin de tenir compte 
de deux causes de pertes. Il y aura perte d'eau par infiltration 
et par évaporation ; la seconde est, dans nos climats, en grande 
partie restituée par la pluie. 

Dans le midi de la France, le déchet par évaporation est 
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très notable. Sur le canal de Bourgogne, au contraire, la pluie 
l'emporte sur Tévaporation. 

Hauteur Hauteur 

de la de la 

tranche d'eau plaie tombée 

évaporée par ao. en un ao. 

m m 

Paris 1,46 o,55 

Nantes 1,81 1,00 

Marseille 2,5o o,56o 

Canal (Dijon 0,6282 0,7518 

de Bourgogne. | Pouilly o,5648 0,8008 

Infiltrations. — La perte d'eau par infiltration est souvent 
considérable, surtout au moment de Touverture du canal; une 
fois que le sol est bien pénétré de liquide, la perte par infil- 
tration devient généralement insignifiante, par suite de Tobtu- 
ration par les sédiments des petits canaux de fuite. Quelque- 
fois, cependant, on est obligé de faire un corroi d'argile ou 
môme de bétonner le sol du canal; c'est ce qu'on a fait pour 
une section du canal de la Marne au Rhin. 

La nature des parois a une grande importance dans certains 
cas relatifs aux canaux et aux rivières. Le fond peut être 
encombré d'herbes qui retardent considérablement le courant, 
et dont on ne peut empêcher l'influence défavorable qu'en 
curant le canal. On obtient, par cette opération, une diminu- 
tion considérable sur la hauteur qui correspond à un débit 
donné. 

§ XIL — Des canaux et des rivières a régime P£rman£.m, 

MAIS NON UNIFORME. 

Le mouvement uniforme dans une conduite ou dans un 
canal est impossible, quand la section est variable, ou bien 
quand la pente du lit varie, comme cela a lieu pour les rivières. 
Les filets liquides qu'elle contient ont, aux divers points de 
leurs cours, des vitesses très variées, depuis la source jusqu'à 
l'embouchure, et cependant le régime est penmanent, si la 
quantité d'eau débitée par la source ^st constante. 

Quand il se produit une crue, le régime cesse d'êlre perma- 
nent jusqu'à ce que la hauteur du liquide soit celle qui con- 
vient à la nouvelle quantité d'eau que débite la source; la 
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rivière prend alors un nouvel étal de permanence, qu'elle 
perd plus lard quand les causes qui ont produil la crue onl 
cessé d'agir. 

La théorie du mouvement varié dans les rivières est très 
difficile à établir par l'expérience, et presque inabordable au 
calcul. 

Nous nous bornerons à indiquer un seul résultat relatif au 
cas où la section est constante. 

Du ressaut à la surface du cours d'eau. — Nous étudierons 
un cas de régime permanent, mais non constant, qui présente 
une certaine utilité pratique et qui est assez curieux. 

Nous avons vu que, lorsqu'on a un cours d'eau à régime 
constant et qu'on vient à le couper par un barrage, le niveau 
de l'eau et son régime ne sont pas sensiblement changés en 
aval; mais en amont la surface libre forme ordinairement une 
surface asymptotique de la surface primitive {fig. 124). Il y a 

Fig. 124. 




des cas très nombreux où ce raccordement n'a pas lieu; il se 
produit, au contraire, un ressaut brusque qu'on observe aussi 
dans d'autres circonstances, et généralement lorsque le cou- 
rant est large, très rapide et peu profond. Ce phénomène a 
été observé et décrit avec détails pour la première fois par 
Bidone ('). 



( ' ) Lorsque les eaux de la mer arrivent avec une vitesse assez considérable 
sur une plage peu inclinée {Jîg. i25), elles s'étalent d'abord uniformément, 

Fig. 125. 




puis elles déferlent, perdent la plus grande partie de leur vitesse, et achèvent 
de couvrir le sol d'une nappe mince. 
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Examinons quelques-unes des circonstances qui accom- 
pagnent ce phénomène. 

Faisons une section en amont et une section en aval, de 
manière à comprendre toute la partie du liquide sur laquelle 
le phénomène a lieu, et appliquons le théorème de la quan- 
tité de mouvement à tout le liquide interposé. Soient h ^Xh! 
les profondeurs d'eau en amont et en aval {fig^ 126), f et/ 
les vitesses correspondantes, « et «' les sections. 



Fig. Ï26. 




Si Q est le débit en volume, Taccroissement de la quantité 
de mouvement en une seconde est 



no 



cr 



(^'-^). 



Nous supposons le lit peu incliné : alors les seules forces 
dont il faut calculer l'impulsion sont la pression en amont et 
la pression en aval. Puisqu'au point où l'on a fait la section 
le mouvement est uniforme, la pression en amont est 



n I zdui -HZ -lio^ih; 

J 2 



de l'autre côté, on aura 



2 



donc, enfin, on a Téquation 



g 



-w'A'). 



Or 



Q TZZ &)i^ = wV. 
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CD 



-~ ) 



Q^nc on a 



. n 



h" 



K^ substituant ces valeurs dans l'équation écrite plus haut, et 
L^pprimant n qui est facteur commun, on a 



^ = ^ (^ + ''''' 



'*où l'on tire 



— ?Vt 



4- 2h 



A' 



^our que Je phénomène se produise, il faut un certain nombre 
le conditions qui ne nous sont point connues; mais d'abord 
1 faut évidemment qu'on ait A'> A, on 



V 



/h' ^v^ 3 , 
/ — -h 2A — > - /e, 



lU enfin 



i>* h 
ig 2' 



lonc le phénomène pourra se produire, lorsque la profondeur 

Le l'eau sera inférieure au double de la hauteur due à sa vitesse. 

On cherche ordinairement à produire ce phénomène dans 

Fig. 127. 




es appareils destinés à donner de l'eau aux moteurs hydrau- 
liques. Le réservoir est fermé par une vanne qui laisse écouler 
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au-dessous d'elle une lame mince de liquide. Si la vitesse est i 
assez forte, le phénomène du ressaut a lieu, et l'on augmente j 
la chute dont on dispose en installant le récepteur entre les 
points A et B (Jig. 127). Si Ton diminuait de plus en plus la 
profondeur, l'orifice finirait par être noyé, et Ton n'en tirerait 
plus aucun avantage (*). 



§ XIIÏ. - - Du CHOC DE l'eau coktrk un plan fixe. 

Un courant liquide, lancé dans le vide ou dans l'air, ren- 
contre un plan fixe qui l'oblige à se dévier. On suppose qu'à 
une certaine dislance en avant du plan les divers filets liquide? 
se meuvent parallèlement avec une vitesse commune, de 
manière que la pression dans toute la section de la veine soit 
égale à la pression atmosphérique. On suppose encore le plan 
assez étendu pour que le liquide ne le quitte pas sans avoir 
totalement perdu sa vitesse normale, de sorte qu'à une cer- 
taine distance du point d'arrivée de la veine le mouvement 
ait lieu parallèlement au plan. 

A cet égard, remarquons qu'au premier instant, surtout si 
la vitesse de l'eau affluente est considérable, on a des rejail- 
lissements partiels dont nous ne cherchons pas à déterminer 
la théorie. Bientôt l'air interposé entre le plan et la veine se 
trouve entraîné ; la veine s'applique exactement contre le plan, 
et un mouvement permanent s'établit; nous allons calculer 
les circonstances du mouvement parvenu à cet état. 

Considérons à cet instant la partie du liquide CDABD'C 
comprise entre une section AB faite perpendiculairement au 
courant, et une surface cylindrique CD, CD', au delà de 
laquelle le liquide coule parallèlement au plan pressé YZ. Ce 
plan est perpendiculaire au plan de la figure et fait avec la 
verticale un angle a. Soit i^ la vitesse commune des molécules 
qui traversent le plan AB. Après un temps dt, ces molé- 
cules se trouveront dans un plan voisin ab dont la distance à 
AB sera v cit. Au même instant final, les molécules qui se trou- 
vaient d'abord dans la surface cylindrique désignée dans la 

(') f^oir à ce sujet l'Inlrotluction à la Mécanique industrielle de Poncelet. 
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198 par Cl), CD' seront sur une autre surface voisine 

'. eic'il' représentent cieuJt arêtes. Ainsi loui le iîvstèinc 




oints matériels considéré sera fmalement compris entre 
ab el la surface cd, c'd'. Ceux de ces points qui. au 
îer instant, se trouveront entre ab el CD, CD' auront, 
fertu de la permanence, les mêmes masses et les mêmes 
Bes que ceux qui y étaient d'ahord. 

posé, appliquons à toute la masse liquide que nous 
ïis de défmir le théorème de la quantité do mouvement, 
inant pour axe de projection la perpendiculaire OX an 
Y2. 

iprèu le raisonnement que nous avons déjà fait bien des 
■il n'y a pas à s'occuper de la partie géométrique com- 
voliime initial et au volume final- De plus, les 
Bes entre CD, cd, CD', c'd' étant perpendiculaires à OX, 
mtité de mouvement du liquide correspondant n'entrera 
lans noire équation. Nous aurons donc seulement à tenir 
pte du liquide AB, ab, dont la masse est 



n 



iicrf/. 



nt la vitesse ;i pour projeclio 
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en désignant par ^ l'angle de la vitesse v avec le plan YZ, 
angle qui ne se projette pas en vraie grandeur dans la figure. 
La quantité de mouvement que nous venons de calculer se 
rapportant à l'état initial du liquide, il faut changer son signe 
pour la faire figurer au premier membre de notre équation 
ordinaire. Comme il n'y a d'ailleurs rien autre chose à écrire, 
ce premier membre est simplement 

5û(;«sinSû?^ 

Passons aux termes qui y représentent les projections des 
Impulsions des forces extérieures. Les réactions du plan sont 
de deux natures, tangentielles et normales. Nous ne nous 
occuperons pas des premières, qui n'ont pas de projections 
sur l'axe que nous avons choisi, et nous désignerons par Fia 
somme des réactions normales, en faisant abstraction de la 
pression atmosphérique. L'impulsion projetée de cette force esi 

F de, 

La pression atmosphérique ne doit pas entrer en ligue de 
compte, car nous avons vu que, sur un corps limité de toute 
part, la somme algébrique des projections sur un axe quel- 
conque est nulle. 

Enfin il ne reste plus qu'à tenir compte de l'impulsion du 
poids du liquide que nous considérons, soit 

— PsixiGcdl. 
On a donc, en supprimant lé facteur dt, 



— i2(^^ sin6 =: F — P sina, 






d'où 



F=:Psina hnii^-sinfi. 



La partie P sina dépendant de l'action de la pesanteur esl 
la pression qu'exercerait le système solide DCABC'D' repo- 
sant sur le plan YZ. L'autre partie de la pression F est égale 
au poids d'un cylindre liquide qui aurait pour base la section 
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droite 12 du courant AB, et pour longueur le double de la 



i;* 



hauteur — due à la vitesse v, les arêtes faisant avec la base 

du cylindre l'angle (3 que la direction du courant, prise au 
point où sa vitesse est v, fait avec le plan qu'il rencontre. On 
peut aussi mettre celte partie de F sous la forme 

sin(3 g 

et dire que c'est le poids d'un cylindre du liquide, ayant pour 
base la section oblique faite au point A dans la veine sup- 
posée cylindrique par un plan parallèle au plan YZ et pour 
hauteur le double de la hauteur due à la vitesse v sinjS, pro- 
jection rectangulaire de f sur OX. 

Si le plan rencontré était peu étendu, les vitesses du liquide 
au delà de ce plan feraient des angles obtus avec OX, et la 
force F serait diminuée, parce que la quantité de mouvement 
projetée finale serait algébriquement plus petite que dans le 
cas précédent. Il en serait de même si au lieu du plan on 
avait une surface convexe. Par la raison contraire, si, au 
moyen de rebords adaptés au plan pressé par le liquide, on 
obligeait le courant à le quitter en faisant des angles aigus avec 
la normale OX, ou si l'on faisait arriver le liquide sur une 
surface concave, la pression F serait plus grande. On peut 
ainsi augmenter la force d'une roue hydraulique, en garnis- 
sant de liteaux les côtés des palettes qui reçoivent le choc de 
l'eau. 

Aux premiers instants de la rencontre du plan parle fluide, 
avant que le régime permanent soit établi, la pression est 
beaucoup plus grande, parce que les valeurs absolues des 
vitesses dans l'espace ab D'C'CD diminuent très rapidement. 

Si le plan, au lieu d'être fixe, était mobile, tout ce que nous 
venons de dire subsisterait à la condition de remplacer la 
vitesse absolue i^ par la vitesse relative. 

Résislance d* un fluide au mouvement d'un solide. 

L'expérience a constaté que si, dans un courant de grandes 
dimensions transversales, on plonge un corps solide, la résul- 
tante des pressions horizontales que celui-ci reçoit du liquide 



:i8.j 
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en mouvemonl est, à peu près pour un même corps, propw 
lionnelle au carré delà vitesse relative. En soumettante celle 
expérience une plac)ue mince, puis un <^^ube, puis un prisme 
d'une longueur Iriplf, Dubual a reconnu : 

i" Que ta pression sur la fan* opposée au courant est pins 
grande que la pression hydrostatique; 

a" Que la pression sur la face d'aval où a lieu un rerawK 
est au contraire plus petite; 

3° (Jue résultante de ces deux forces peut être repré- 
sentée pai 1 Tormule 



dans laquelli* D est le pu 
\ l'aire d 
du liquit. 
pour la 

prisme. ^. .ca y,. 
par des surfaces r.uii>d\i 
La résistance de l'air ^ 
composé de n wagons, A 
mètres carrés, t' la vitesc 
l'expression 

o,o65[A-o,9(/i 



mité de volume du liquide, 

1. In corps; l' la vitesse relaliTE 

t.:st, suivant Dubuat. i,4^ 

r le cube et i , lo pour le 

postérieur sont remplacés 

ficient K diminue. 

.,)is analogues. Pour un train 

loujours la surface de froDleii 

.uèlres par seconde, on admci 



')]'■' 



Corps flottants. — Si l'on appelle A la section droite de la 
partie plongée d'un prisme, la formule de la résistance est, 
d'après l'expérience, la même que dans le cas précédent. Si 
le prisme est terminé rectangulairement et que sa longuei'i' 
snil de trois â six fois^'A, on a environ 



e suf'lîsamment aiguë, 

Krr.1,00. 



1 peut avoir 



Si l'on ajoute à un bateau prismatique une proue formée, 
soit de deux plans verticaux d'une saillie égale à la largeur 
du bateau, soit d'une surface cylindrique verticale à base 
demi-circulaire, on a à peu près 

K = o,5o. 
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iroue formée des faces latérales du bateau prolongées 
ées au-dessous par un plan faisant avec l'horizon un 
mgle droit réduit la résistance au tiers; dans ce cas 

Kr=:0,33. 

un navire, A étant la surface plongée du maître- 
on peut avoir, selon Navier, 

Kr=o,i6. 

lerche aujourd'hui à donner aux lignes d'eau d'un 
a plus grande finesse de formes possible à l'arrière 
à l'avant. 
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CHAPITRE IV. 

DE UÉQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES FLUIDES ÉLASTIQUES. 



§ XIV. — Des lois de l'équilibre des gaz. 

La condition générale d'équilibre des fluides pesants s'ap- 
plique aux gaz comme aux liquides. La pression et la densité 
doivent être les mêmes en tous les points d'une même couche 
de niveau. On déduit de là Téquation différentielle qui donne 
la loi des pressions aux divers points d'une masse gazeuse en 
équilibre 

(i) dp :^xsdz; 

mais on ne peut intégrer cette équation comme quand il 
s'agissait d'un liquide, car le poids spécifique xs n'est pas 
constant : il varie très rapidement avec la pression et un 
autre élément, la température. Si l'on admet comme donnant 
une approximation suffisante les lois de Mariolte et de Gay- 
Lussac, on a entre ces trois quantités la relation 

(2) /? --_z Kcj(i H- a^), 

K étant un coefficient constant pour un même gaz, a une 
seconde constante qu'on appelle coefficient de dilatation. 

Pour avoir la valeur numérique de K, on se place dans 
l'hypothèse particulière où l'on a ^ — o, et où /? est la pres- 
sion atmosphérique, 10 333 kilogrammes. Dans ces conditions 
pour l'air, on a 

Ts ■=. 1 '^'0,2932; 

par suite, 

-. 10,333 
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^our Tair almosphérique pur, on a, d'après H. Regnault, 

azzzo,oo3665. 

In divisant Téqualion (i) par l'équation (2), il vient 

dp dz 

~p ~~ K(i-ha/) ' 

^n n'a d'ailleurs besoin d'intégrer cette équation, c'est- 
ire de tenir compte de la variation de la pression avec la 
leur z, que lorsque cette hauteur est très grande, par 
mple quand on considère toute la masse gazeuse qui con- 
ue l'atmosphère terrestre. 

Mesure des hauteurs par le baromètre, — C'est la connais- 
ce de la loi suivant laquelle la pression de l'air varie aux 
érentes hauteurs accessibles qui permet de mesurer la 
ileur des montagnes au moyen de l'observation du baro- 
tre. 

*our trouver cette loi, il faut intégrer l'équation (3), en 
;ant K — 7990,2 et prenant 

OL = o,oo4, 

I de tenir compte à peu près de l'humidité contenue dans 
r atmosphérique. 

Juant à Ja température /, c'est une variable qui dépend de -s, 
r étant supposé en équilibre, et, pour pouvoir intégrer 
[uation (3), il faudrait connaître la loi de décroissance des 
ipéralures avec les hauteurs. On en conclurait la loi qui 
les presfsions avec les hauteurs, et, par suite, au moyen 
Tobservation barométrique des pressions, on calculerait 

hauteurs des divers points où Ton aurait observé. Mal- 
n*eusement, la théorie et l'expérience n'ont pu jusqu'ici 
erminer la loi des variations des températures; aussi les 
[liules qui servent à déduire les hauteurs des observations 
ométriques sont-elles plus ou moins entachées d'empi- 
ne. 

fous renvoyons à la Mécanique céleste de Laplace et à 
finuaire du Bureau des Longitudes pour ces formules, qui 

été réduites en Tables d'un emploi commode, très pré- 
ises en l'absence de tout autre moyen de nivellement. 
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Des gaz et des vapeurs, — Au point de vue des applications 
mécaniques, il y a lieu de conserver la distinction (qui n'a 
plus sa raison d'être sous le rapport physique) entre les 
vapeurs et Jes gaz permanents. Les vapeurs se trouvent dans 
les machines sous deux états, à Tétat liquide et à Télat gazeux, 
tandis que les gaz permanents ne changent pas de consti- 
tution. 

Les propriétés des gaz et des vapeurs sont étudiées spécia- 
lement dans les Cours de Physique; nous nous contenterons 
de rappeler succinctement celles dont nous avons besoin. 

La formule (2) donne, pour le poids cr de i mètre cube 

d'air, en appelant n la pression en atmosphères, c'est-à-dire 

P 
le rapport 



io333 

n 



(4) CT = 1 ''S, 2982 



I -H OLt 



Pour chacun des autres gaz, il faudra multiplier le second 
niembre par la densité 5 du gaz prise par rapport à l'air, den- 
sité que l'on regarde comme constante; ceci n'est pas même 
une approximation pour les vapeurs dans le voisinage de leur 
point de saturation, c'est-à-dire dans les conditions de leur 
emploi mécanique. Il faut aussi remplacer a par le coefficient 
de dilatation spécial au gaz considéré. 

En désignant par v le volume en mètres cubes de i kilo- 
gramme de gaz, c'est-à-dire en faisant 



I 



on peut mettre l'équation (2) sous la forme 




Pour l'air atmosphérique, on a 

1 

Cf. 

Ri=29,272; 



272.85, 



d'oii 

(G) /jc 1^129,272 (272°, 85 -h ^)=i 29,2727, 
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en désignant par t la température comptée à partir de 
— !ï72«,85C. 

Si Ton fait t = o, c'est-à-dire t:=i — 2720,85, on a 

c'est-à-dire t' = o si le refroidissement de l'air s'opère sous 
une pression constante; /?=:o si ce refroidissement a lieu 
dans une capacité à volume constant. 

On ne doit attachera ce résultat aucune importance, même 
théorique; car les lois empiriques, dont les équations (2) 
et (5) sont' la traduction, n'ont été établies que dans des 
limites bien éloignées de 278 degrés au-dessus de zéro. 

Quoi qu'il en soit, il est commode, dans les calculs relatifs 
aux gaz, de compter les températures à partir de ce point fixe 
qu'on nomme zéro absolu. La température t sera donc, pour 
nous, la température absolue; elle s'obtiendra en ajoutant 
27a®,85 à la température ordinaire exprimée en degrés centi- 
grades. 

Propriétés générales des vapeurs. — Parmi les gaz qui, dans 
leurs applications industrielles possibles, sont susceptibles de 
présenter alternativement, à l'état liquide ou solide et à l'état 
gazeux, gaz auxquels nous restreignons, comme je l'ai dit, la 
dénomination ancienne de vapeurs, la vapeur d'eau est celle 
qui a le plus d'importance à notre point de vue, et c'est elle 
que nous considérerons spécialement en indiquant, s'il y a 
lieu, les différences qui ont été découvertes récemment entre 
ses propriétés et celles de certaines autres vapeurs. 

On admettait autrefois, sans preuve expérimentale suffi- 
sante, que les vapeurs obéissaient à peu près aux lois de 
Mariette et de Gay-Lussac, et que, pour la vapeur d'eau en 
particulier, le coefficient de dilatation a avait la même valeur 
que pour l'air atmosphérique. 

On employait alors, dans la théorie de la vapeur d'eau, des 
équations de même forme que les précédentes, en tenant 
compte seulement de ce que la densité de la vapeur d'eau 
par rapport à l'air avait pour valeur 

ô = 0,6225. 

De la sorte, les équations (4) et (6) se trouvaient remplacées 
111. 25 
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par les suivantes : 

( 4 ^ w ) GJ = o^^s, 8o565 — "^ 



et 

{6 bis) /?(^ irz 47,028/. 

Seulement, dans l'équation à trois variables (2), appliquée à 
la vapeur d'eau, ces variables ne pouvaient pas prendre toutes 
les valeurs possibles satisfaisant à cette équation, puisque (et 
c'était là la partie connue avec le plus de précision de l'histoire 
de la vapeur) la pression p atteignait, pour chaque valeur de 
la température, un maximum dépendant uniquement de cette 
température t, ce que nous exprimons par t=/{p). 

Pour achever ce qui se rapporte aux anciennes lois rela- 
tives à la vapeur d'eau, disons encore que, d'après M. Re- 
gnault, la quantité de chaleur contenue dans i kilogramme 
de vapeur à la pression /? et à la température t est donnée 
par la formule 

7 — 6o6,5oH-o,3o5/(jo)-HO,475[/— /(/?)]. 

Nouvelles recherches sur les vapeurs. — Dans ces dernières 
années, sous l'influence de nouvelles idées théoriques dont 
nous aurons à parler tout à l'heure, une vive impulsion a été 
imprimée aux recherches théoriques et pratiques relatives à 
la vapeur d'eau. Nous citerons seulement, parmi les étrangers, 
MM. Clausius, Rankine, Zeuner; en France, M. G.-A. Hirn. 

Occupons-nous d'abord de la vapeur saturée. 

Il résulte des travaux dont je viens de parler que la vapeur 
saturée n'obéit pas aux lois de Mariotte et de Gay-Lussac, 
c'est-à-dire que l'équation (6 bis) n'est point exacte d'une 
manière générale, bien qu'on puisse l'appliquer entre zéro 
et i5o degrés avec une approximation suffisante (il s'agit 
toujours uniquement de la vapeur saturée). 

M. Zeuner a posé la formule empirique 

(7) /j>r --Mlognép — • 

100 

D'ailleurs, si l'on construit la ligne donnant les valeurs du 
produit /?(^ en fonction de t, on trouve que cette ligne est 
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sensiblement droite dans les limites des pressions en usage 
lans les machines à vapeur. 

On peut doncy dans ces limites, remplacer l'équation (7) 
par une équation linéaire de même forme que celle qui 
répond aux gaz parfaits. 

Posons donc 



p. = R'[l^t), 



et déterminons les coefficients en faisant^usage des nombres 
qui se rapportent à i et 5 atmosphères. 
On trouve 



-=4i2%82, R'=z33,i6. 
oc 



On a ainsi 



a' = 0,00242, 



nombre que l'on peut regarder, si l'on veut, comme le coef- 
Gcient moyen de dilatation de la vapeur saturée de 100 degrés 
à i52®, 22. 

Seulement il faut remarquer que, quand on parle du coef- 
ficient de dilatation d'un gaz, on sous-entend toujours que ce 
coefficient répond à la dilatation du gaz sous pression con- 
stante; c'est ce qui n'a pas lieu ici, puisqu'on suppose que la 
vapeur reste saturée. 

Densité de la vapeur saturée, — Dans l'équation (7) rem- 
plaçons/? par sa valeur en fonction de /; nous aurons la den- 
sité de la vapeur par la formule 



I 

cy= - 



Les nombres qu'on obtient ainsi pour m croissent un peu 
plus vite que ceux qu'on déduirait des lois ordinaires. 
C'est ce qu'indique le Tableau suivant : 





1 


rALECIS DE 


CJ. 


Température. 


Loi de Mariette. 


Formule de M. Zenner. 


5o*> 


0,0823 




0,0826 


100 


, 5892 




0,6075 


i5o 


2,44*81 




2,6082 


200 


7» 1459 




7,8616 
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Vapeurs surchauffées, — Pour les vapeurs surchauffées, les 
écarts de la loi de Mariotle, ainsi qu'on devait s'y attendre,' 
sont d'autant moins grands que la surchauffe est plus consi- 
dérable et que la vapeur se rapproche plus de l'état gazeux 
parfait. 

Pour donner une idée de la grandeur des écarts dont \\ 
s'agit, je citerai les résultats numériques d'une seule des 
expériences de M. Hirn, dans laquelle la température a été 
maintenue constante et égale à 280 degrés : 



Pression initiale 


P' 




e^atm 




)) 


32 




2,059 


16 




2,045 


8 




2,o3i 


4 




2,018 


2 




2,010 


I 




2,002 



» 

I ,o3o 
1,022 
I ,oi5 
1,009 
I ,oo5 

I ,OOf 

On vérifie, conformément à ce que M. Regnault a annoncé 
relativement aux gaz liquéfiables, que la compressibilité croît 
à mesure qu'on s'approche du point de liquéfaction. 

M. Hirn a appliqué sa méthode de calcul à l'acide carbo- 
nique, et l'accord des nombres qu'il a calculés avec ceux qui 
ont été déterminés expérimentalement par M. Regnault est 
extrêmement remarquable. {Exposition analytique et expéri- 
mentale de la Théorie mécanique de la Chaleur, par G.-A. 
Hirn, p. 386.) 

Lois du mélange des gaz et des vapeurs, — Nous n'avons 
rien de nouveau à signaler sur celte question au point de vue 
qui nous occupe, et nous renverrons aux lois connues des 
mélanges des gaz et des vapeurs, qui ont été suffisamment 
étudiées en Physique. 

Le Tableau suivant, extrait de l'Ouvrage de M. Zeuner, est 
utile dans la théorie des machines à vapeur : 
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TENSIONS 


TEMPÉRATURE 


VOLUMES 


DENSITÉS 


en atmosphères 


correspondante 




I 


P 


/(/>) 


V 


= - • 


0,25 


65,35 


6,0926 


0, 1641 


o,5o 


3i 


»7> 


3, 


,i653 


o,3i59 


0.75 


92 


,i5 


2] 


,i588 


o,4632 


1 


100 


,00 


I 


,6459 


0,6075 


1,25 


106 


,35 


I 


,3338 


0,7497 


i,5o 


III 


nh 


I 


,1234 


0,8901 


1,75 


116 


,43 





.9718 


1,0290 


2 


120 


,00 





,8570 


1,1668 


2,25 


124 


,36 





.7672 


I , 3o35 


2,5o 


127 


,80 





.6949 


1,4390 


2,75 


i3o 


,97 


0, 


6354 


,,5738 


3 


i33 


»9' 





,5856 


1,7076 


3,25 


i36 


,66 


0] 


,5432 


1,8409 


3,5o 


139, 


.24 


0. 


,5067 


1,9735 


3,75 


i4i 


,68 





.4749 


2, 1057 


4 


144 


,00 


0. 


.447» 


2,2366 


4,25 


i46 


r»9 


0) 


4224 


2,3674 


4,5o 


i48 


.29 


0, 


,4oo4 


2,497^ 


4,75 


i5o 


• 29 


0, 


38o6 


2,6274 


s 


l52 


,22 





3627 


2,7571 


5,25 


.54 


,06 


Oj 


3465 


2,8860 


5,5o 


i55, 


,84 





,33i8 


3,oi39 


5,75 


157 


,56 


0, 


,3i83 


3,1417 


6 


i59 


,22 





,3o58 


3,2701 


6,25 


160 


,82 


9i 


29^4 


3,0000 


6,5o 


162, 


,38 





,2838 


3,0000 


6,75 


i65 


,88 





,2740 


3,6496 


7 


i65 


,35 


<> 


,2648 


3,7765 


7,25 


166 


.77 





,2563 


3,9017 


7,5o 


168 


,i5 





,2484 


4,0274 


7»:^ 


169 


,5o 





,2404 


4,i528 


8 


170 


r8l 





,2338 


4,2771 


8,25 


172 


,09 





,2271 


4,4o34 


8,5o 


173, 


34 





,2209 


4,5269 


8,75 • 


174 


.57 





,2i5o 


4,65i2 


9 


175 


.77 





>2094 


4,7756 


9»25 


176, 


.94 


0] 


,2042 


4,8972 


9,5o 


178 


.09 





.1991 


5,0226 


9»75 


179^ 


21 


0. 


,1944 


5,i44o 


10 


180, 


,3i 





.1899 


5,2659 
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§ XV. — Écoulement des gaz et des vapeurs. 

Un gaz qui sort d'un réservoir n'est pas dans les mêmes 
conditions qu'un liquide s'écoulant par le même oriflce. En 
effet, la pesanteur ne joue, pour ainsi dire, aucun rôle dans 
les phénomènes de l'écoulement des gaz; il faut un excès de 
pression, auquel correspond nécessairement un accroisse- 
ment de densité, en vertu de la compressibilité des fluides 
élastiques, pour forcer un gaz à passer d'un réservoir dans 
un autre ou dans l'air atmosphérique. 

Il suit de là que, au moment où le gaz s'échappe, il se 
détend, et il se passe, dans les environs de l'orifice, un phé- 
nomène complexe dont les lois n'ont peut-être pas encore 
été suffisamment étudiées par l'expérience. 

Les choses sont encore bien plus compliquées quand il 
s'agit d'une vapeur. En effet, on sait que la détente brusque 
d'un gaz est généralement accompagnée d'un refroidisse- 
ment. Cet abaissement de température dépend d'ailleurs d'un 
grand nombre de circonstances, et il y a lieu de se demander 
s'il ne pourra pas, dans certains cas, amener la condensation 
partielle de la vapeur. 

Bornons-nous, pour le moment, à donner les formules qui 
permettent de calculer la dépense qui se fait par un orifice 
donné, sous l'influence d'un excès de pression connu. 

On trouve, dans plusieurs auteurs, une théorie basée, 
comme la théorie analogue relative aux liquides, sur le 
théorème des forces vives. On considérait la détente du 
gaz comme se faisant d'une manière graduelle et continue, 
depuis le réservoir jusqu'au point de sortie, et l'on tenait 
compte, dans l'établissement de l'équation, du travail déve- 
loppé par l'expansion du gaz. 

En supposant la température invariable, ce qui n'est pas 
exact, on arrivait à une formule logarithmique due à Navier, 
et applicable seulement à de faibles différences de pression. 
On introduisait naturellement dans cette formule un coeffi- 
cient de correction à déterminer expérimentalement. 

Mais l'expérience ne confirme pas en général l'hypothèse 
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fondamentale de la théorie de Navier, celle de la détente du 
gaz dans le réservoir. 

MM. Pecqueur et Poncelet, dans un travail présenté à l'Aca- 
démie des Sciences le 21 juillet i845, ont montré que les gaz 
s*écoulent comme les liquides, en conservant à la sortie la 
densité qu'ils avaient dans le réservoir et se détendant seule- 
ment quand ils sont arrivés dans Tair atmosphérique. Les 
formules que nous avons trouvées pour les différents cas de 
l'écoulement des liquides s'appliquent aux cas correspon- 
dants de l'écoulement des gaz, aux coefficients près. 

Cas d'un orifice en mince paroi. — Le volume du gaz qui 
s'écoule en une seconde, volume rapporté à la pression exté- 
rieure, est donné par la formule 

(I) Q = mA-^^, 

Pa 

m étant un coefficient de contraction. En introduisant la valeur 
de Vy il vient 



(a) Q = mKl-J-,g E-^, 

Pa\ ^ 

p — Pa étant la pression motrice et cj le poids du mètre cube 

de gaz contenu dans le réser^'oir, de sorte que - — — repré- 

xs 

sente la charge estimée en hauteur de gaz; c'est la quantité 

que nous désignions par h dans le cas des liquides. 

Eliminons w au moyen de l'équation 

/?=: Kcj(i 4- at)j 
et faisons passer le terme — sous le radical, il vient 



P 



(3) Q = mAi/^2^K -^(-^-iVi^o,oo40, 

en prenant o,oo4 pour le coefficient de dilatation de l'air 
ordinaire. 

Il reste encore à déterminer le coefficient m dans les limites 
qui correspondent aux exigences de la pratique. 
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P — Pm- 


m. 


OySopa 


0,617 


» 


o,556 


2 


0,494 


3 


o,463 


4 


0,443 



Ajutages cylindriques. — En continuant à appliquer 
gaz les lois théoriques et expérimentales démontrées povllB 
liquides, nous ferons usage, dans le cas de l'écouleniNitfV 
un court ajutage cylindrique, d'une formule analogae à lafrt- 
cédcnte, en remplaçant seulement le coefficient de omtne- 
tion m par un coeffîcient d'un autre genre, que nous rej^réies- 
tons par la lettre fx, et qui est lié à m par la formule théorique 



f* = 



vAi-') 



Pratiquement, pour tenir compte de la différence, entre le 

coefficient calculé o,85 et le coefficient expérimental OySi, 

nous prendrons 

0,95 



\ -U-) 



I>ts htint's conit/ut's. — En général, on emploie poor les gax 
lies ajntairos lô^èrement coniques, ou buses. Les expériences 
do MM. Minaryol RosaKdoni j'ai déjà dit quelques mots, ont 
porio aussi sur roooulemtMU de la vapeur par une buse de 
\ ^ u\i!lii\u'Mros do lonjr. i.o diamètre à la base était de iSmilli- 
nu'Mros. i 1 uuUiinotres à la sortie. La contraction à l'entrée 
a>aul oto su[^prin)Oo, voioi les valeurs du coefficieqt wifi : 



' ' • « 'i. 



V 
« « 

y o . ^o^ 

4 0.4^4 
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Ces coefflcienls sont très notablement inférieurs à ceux 
que d'Aubuisson avait déduits de ses expériences (0,926, en 
moyenne, pour les ajutages cylindriques, 0,94 pour une coni- 
cité de 12 degrés). 

Des conduites de gaz. — Dans le cas de Técoulement du 
gaz dans les tuyaux, on appliquera la môme formule que pour 
les liquides, pourvu toutefois que la température du gaz n'é- 
prouve pas une variation considérable, ce qui est bien loin 
de se réaliser dans la pratique. Seulement on admet, pour le 
cas des gaz, que la perte de charge due au frottement est sen- 
siblement proportionnelle au carré de la vitesse, de sorte 

qu'on a simplement 

I i>^ 

4 "^ g 

Donc la perte de charge due au frottement pour une lon- 
gueur L est 

D^ 

donc la charge totale h est égale à la perte de charge due à la 
contraction à Torifice, augmentée de la perte de charge due 
au frottement, de sorte qu'on a 





h — 




donc on a 







M-i- 






[3 est égal à o,oo3 (*) et M est donné en fonction de m par la 
formule 



M 



-'^\:-^[yn-')\'^' 



(») Navier, d'après les expériences de d*Aubuisson, admet o,oo3i4- 
( * ) Voir la théorie des ajutages cylindriques. 
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Toutes ces formules ne sont plus applicables quand on a 
des conduites d'une grande longueur. Dans ce cas, en effet, 
il n'est plus permis de supposer la température du gaz inva- 
riable. Souvent aussi, pour certaines opérations métallur- 
giques, on interpose en un certain point de la conduite d'air 
un appareil à air chaudy qui change plus ou moins brusque- 
ment la lempérature et la densité du gaz. 

Dans les mines, on a besoin d'entretenir un courant d'air 
très actif, afin d'enlever l'air vicié par la respiration des hommes 
et des animaux et la combustion des lampes, ainsi que les gaz 
irrespirables qui se dégagent du charbon. La section du cou- 
rant d'air, les obstacles qu'il doit franchir, la température 
ambiante varient d'une manière dont il est fort difficile d'ap- 
précier l'influence. 

Enfin, même en faisant abstraction des causes extérieures 
d'échaufifement, on sait depuis longtemps que la compression 
de l'air dégage de la chaleur, que la détente est, au con- 
traire, généralement accompagnée d'un refroidissement. Plu- 
sieurs expérimentateurs ont cherché les lois de ces phéno- 
mènes calorifiques; ils n'ont pas tardé à reconnaître qu'il y 
avait bien des précautions à prendre si l'on voulait obtenir des 
résultats comparables, et que le dégagement ou l'absorplion 
de chaleur était lié de la manière la plus intime au travail des 
forces agissant sur le gaz expérimenté. 
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